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Nota — Sulla espressione anali la dell'anulare a retta direttrice la pili gene* 
rate ) e della sua inviluppala , e della sua caratteristica. 
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anulari in generale. 

Nota *- Che tutte le anulari vanno distinte in undici grandi Classi - 
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TiVOli VII. 

Diti il punto determini ture D , U reti* direttrice (K, pr) , ed i panmctri .1/, X, 
della sup. ; e dato il suo punto (P, p) , si sono costrutti 
la caratteristica che passa pel punto dato (P, p). 
a.* la inviluppata rigata della sup. , che la tocca secondo essa caratteristica. 
3.» il piano GY'K che tocca la sup. nel punto ( P,p ) dato su di essa. 

.Tavola IX. 

Dati il punto detcrminatore D , la retta direttrice ( R , pr ) , ed i parametri Af, X 
della sup. t e data la retta {IH, hi ) . si sono costrutti 
j*. La rigata le di coi rette toccano la sup, f e si appoggiano alla sua direttrice 
(P,fr) ed alla retta data (1//, hi). 
a.° La linea di contatto della sup. eolia rigata. 

3. ° Il piano ZI , hx , tangente alla sup. e menato per la retta data (7/7, hi). 

4. ° Il punto di contatto della sup. col piano ad essa tangente menato 

per la retta data ( lH,hi) x 
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Quelli die s* innamorano della pra- 
tica , senza la diligenza ovvero 
scienza, per dir meglio, sono come 
i nocchieri che entrano in mare 
senza timone o bussola , e mai non 
hanno certezza ove si vadano, 
Leon* n no m Vi*n — Trattalo 
della Pittura K, XXIII, 


PROLEGOMENI 



y 


i . Le forme e le dimensioni da dare ad ogni bene 
intesa opera architettonica , non sono in generale arbitrarie 
del tutto : dipender debbono precipuamente dalle forze mo- 
venti e resistenti che agiscono sulle singole parti dell’ ope- 
ra , e che debbono elidersi in parte , restando le resistenti 
in eccesso sulle moventi. Le quali forze nelle opere idrau- 
liche non si possono avere come causate dal peso delle 
masse solide soltanto , come è in tutte le altre , ma vengo- 
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no a generarsi ancora pel movimento dei fluidi nei quali 
alcune parti di esse opere sono. Cosi la teorica sulla re- 
sistenza dei fluidi indefiniti o definiti , e le spcricnze insti- 
tuite per comprovarne i risultamenti , od anche le ipotesi 
assunte a fondamento di essa , han date le principali nor- 
me e regole per la scelta delle forme che meglio convcn- 
gansi a quei corpi isolati nella corrente, che si addiman- 
dano pile o piloni , o ad altri ostacoli isolati del pari. 

Similmente a volere determinare le forme e le dimen- 
sioni da dare alle parti componenti un’ opera marittima è 
uopo avere investigate e conosciute le forze che col movi- 
mento delle onde, o più generalmente delle acque del mare 
vengono a generarsi. 

2 . Se imperfetta è la teorica conosciuta col nome di 
teorica dei fluidi indefiniti , la quale in sostanza non esa- 
mina che la resistenza che offre 1’ acqua stagnante ad un 
mobile galleggiante che per essa si muova, o quella che 
un corpo immerso in varia guisa offre ad una corrente che 
può aversi come ridotta alla equabilità c come avente un 
moto lineare, solo perchè non si conosce come un tal mo- 
vimento viene a modificarsi , ossia quali movimenti vada- 
no prendendo le falde fluide elementari nell’ investire il cor- 
po ; talché è uopo avere ricorso ad ipotesi , le quali rie- 
scono più o meno prossime al vero , secondo che meglio 
rispondano ai fenomeni naturali , o meglio ne spieghino 
gli effetti ; non è da meravigliare che sia imperfetta la teo- 
ria del movimento delle onde , o più generalmente del mo- 
vimento delle acque del mare ; dal quale dipender debbo- 
no le forze che operano sui corpi in esso immersi , o che 
è lo stesso , le resistenze dei corpi medesimi. 

La scienza dei numeri è giunta a potere esprimere in 
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termini generalissimi ogni affezione di molo di una massa 
fluida comunque sollecitala da forze. Ma colali espressioni 
elegantissime , sono di natura tanto trascendenti che non 
ancora si sanno applicare neppure a tutti quei casi nei 
quali sola forza sollecitante immediata è la gravità. Onde 
poi è stato bisogno ricorrere a varie ipotesi per le quali quelle 
espressioni generalissime diventale più semplici si fossero 
potute esprimere in termini finiti , almeno nella più gran 
parte dei casi particolari. 

Il movimento delle onde , o più generalmente il moto 
delle acque del mare, dipendendo da molte altre cagioni, 
come dall’ impelo dei venti , dalla conformazione delle co- 
ste, dal modo vario del comunicarsi dei mari , dalla na- 
tura c giacitura del suolo sottomarino, dai corsi tributarli , 
e da molte altre cause , è chiaro , che quando anche le 
accennate espressioni generalissime delle affezioni del moto, 
fossero assai trattabili in termini finiti , non potrebbesene 
far uso , non solo per non potersi esprimere le varie forze 
sollecitanti la massa fluida , ma ancora per non cono- 
scersi tutte. 

Di qui è che pel movimento delle onde , come per 
alcuni moti delle acque correnti, fu mestieri ricorrere ad 
ipotesi , le quali , come è chiaro , non potevano tuli’ i 
casi comprendere. 

3. Innanzi tutti il celebre Leonardo da Vinci studiò 
in certa guisa il moto delle onde. Newton di poi trattò an- 
cora qualche questiono relativa al movimento delle onde , 
e più particolarmente andò rintracciando la velocità delle 
onde generate alla superficie di un liquido per uno scuo- 
timento instantaneo. Presso a poco nei termini medesimi 
fu considerato da La Place, La Grange, Biot, e Poisson. 
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Ma un tal moto, ognun vede, è dissimile dal movimento 
delle onde marine : le cause del quale sembra che non ab- 
biano nulla di comune colla causa dell' ondulazione super- 
ficiale suddetta. 

In Francia il marino La Coudraye , e l’ ingegnere 
civile Bremonticr fecero alcune ricerche di fatto intorno al 
moto delle onde marine : impresero un’ esame dei fenomeni 
naturali che seguono pel movimento delle onde , ed il Bre- 
montier ne trasse conseguenze per l’arte di edificare. L’in- 
gegnere militare Emy stabilì di poi ima nuova teorica pel 
movimento delle onde : e fu suo scopo principalissimo ca- 
varne norme per l’ Architettura marittima. E poiché le for- 
me e le dimensioni delle singole parti di qualunque siasi 
bene intesa opera architettonica, come ho assunto di so- 
pra (i), dipender debbono dalle forze agenti e resistenti 
che ne investono ciascuna parte , è scopo principalissimo 
delle ricerche di Emy il determinare quali forze vengono a 
generarsi per un tale movimento. 

4- La ipotesi da lui assunta a fondamento della sua 
teorica , mentre coincide con un sentimento emesso da New- 
ton , cioè che F ascensione ed abbassame.ito delle molecole 
acquee avesse luogo per circu/um, spiega meglio di ogni al- 
tra tutti i fenomeni naturali che avvengono pel movimento 
ondulatorio delle acque del mare : e pare risultare chiaro , 
essere cagione principalissima del deperimento delle parti 
immerse di un edilìzio marittimo il moto di traslazione che 
per la ondulazione viene a generarsi in alcune masse fluide 
inferiori , quando avendo grande ampiezza ed altezza la on- 
dulazione alla superficie , manca la profondità necessaria 
perchè le altre ondulazioni inferiori sminuendosi proceden- 
do in giù con legge di continuità , del tutto si estinguano 
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in fine. Alle quali masse fluide può convenire ottimamente 
il nome di onde sottomarine di traslazione , perchè gli cle- 
menti fluidi che le compongono si muovono realmente con 
moto progressivo, mentre il moto progressivo delle onde alla 
superficie non è reale nei loro elementi fluidi , ma solo 
apparente. 

Le onde sottomarine di traslazione adunque per la loro 
natura acquistar debbono una quantità di moto , e quindi 
debbono sviluppare una forza che vada potentemente ad in- 
vestire le parti immerse dell’ edilìzio. 

Ed è chiaro che se fosse possibile esprimere in nume- 
ri colali masse fluide e la loro velocità corrispondente alla 
più grande ondulazione clic presumibilmente potesse avere 
effetto al luogo dello stabilimento di un edilìzio marittimo, 
si potrebbono esprimere in numeri , e senza ricorrere alle 
espressioni trascendenti generalissime del molo di una massa 
fluida comunque sollecitala da forze, quelle che a causa 
del moto ondulatorio delle acque del mare operano sulle 
masse resistenti di un edilizio marittimo ; e quindi si potreb- 
bero determinare in numero le dimensioni da dare alle sue 
singole parti , ed i limiti tra i quali si potrebbero variarne 
le forme ; e per modo da meglio soddisfare ad un tempo 
alle altre condizioni di economia , convenienza , e facile 
esecuzione. 

5. Il signor Emy nella sua teorica non si occupa 
punto di cercare le espressioni numeriche di tali masse 
fluide che ho chiamale onde sottomarine di traslazione. 

Se potesse rintracciarsi la scala delle ampiezze ed al- 
tezze delle ondulazioni dell’ intera massa fluida dalla som- 
mità al fondo , non sarebbe difficile nei casi di ondulazioni 
semplici il determinare la equazione della cuna secondo la 
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quale si accomraoda il profilo di un’ onda sottomarina di 
traslazione data l’ ampiezza e 1 ’ altezza di una ondulazione 
alla superficie : c quindi la espressione numerica della for- 
za , clic pel movimento di essa onda , anderebbe contro il 
corpo immerso. E difatto data la equazione di una curva 
può aversi come data l’area di un suo segmento : c quindi 
nella specie si avrebbe la quantità di moto : conciosiaco- 
saccbè i parametri della curva profilo dell’ onda sottoma- 
rina di traslazione c la velocità del suo movimento potreb- 
bero rispettivamente dedursi dalla ampiezza ed altezza di 
una ondulazione alla superficie c dalla successione di due 
ondulazioni consecutive; cose determinabili colle osservazioni. 

Non del pari sarebbe non molto difficile la cosa, quan- 
do si trattasse di ondulazioni composte ; perciocché in un 
tal caso sarebbe uopo incominciare dal determinare la equa- 
zione delle orbite percorse dalle molecole fluide alla super- 
ficie : e la determinazione di cotali orbite mi si presentò 
risultare dalla eliminazione di otto quantità tra nove equa- 
zioni differenziali nel caso di ondulazioni cospiranti , e di 
dodici quantità tra quattordici equazioni pure in parte dif- 
ferenziali nel caso di ondulazioni obblique , allora che pel 
1837 dando il primo corso di lezioni biennali sulle costru- 
zioni e sull’arte di progettare alla Scuola di Applicazioni 
di Ponti e Strade io me ne occupai. Onde chiaro si vede a 
quali difficoltà anderebbesi incontro volendo esprimere in 
numeri le forze che le onde sottomarine di traslazione svi- 
luppano. Ma fortunatamente in parecchi casi non è di asso- 
luta necessità il determinare numericamente l’intensità della 
forza agente che viene a generarsi per le ondulazioni: e basta ' 
solo il proccurare che la sua direzione si andasse variando 
al punto di applicazione per modo da eluderne almeno in 
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parie l’ effetto. Crai il signor Emy senza farsi a rintracciare 
la quantità delle forze , effetto delle onde sottomarine di tras- 
lazione , va ragionando in vece , valendosi di rappresenta- 
zioni grafiche puramente geometriche , intorno al modo co- 
me poter fare che le masse fluide costituenti le dette onde 
sottomarine di traslazione andassero ad investire la faccia 
di paramento di un corpo immerso , parte di un edilìzio 
marittimo, con direzione da potersi avere come parallela , 
almeno prossimamente , alla faccia medesima : e dimostra 
venire con questo ad eludersi ancora, od almeno a dimi- 
nuirsi l’ effetto delle forze dipendenti dal movimento orbi- 
colarc degli elementi fluidi componenti le onde visibili. 
E ne deduce dovere essere di forma concava i profili del pa- 
ramento visto esteriore dei piediritti o muri continuati da 
stabilirsi nel mare o sulle sue coste normalmente alla direzio- 
ne della traversia dominante , o poco ad essa inclinati. H 
quale profilo concavo potrebbe poi variarsi secondo la pru- 
denza dell’ architetto, assumendosi o circolare, od ellittico, o 
cicloidale od anche spirale , ed è chiaro d’ altronde dover 
esser guida alla scelta dell’ una , o dell’ altra di cotali curve, 
le diverse maree , la natura della spiaggia o della costa , i 
materiali disponibili e simili. 

6. Per li diversi lavori di essiccazione fatti in quella parte 
del bacino inferiore del Volturno che è alla sinistra del fiume 
dell’ istesso nome , essendosi portati a sboccare i diversi con- 
dotti di scolo nell’ infimo tronco dell’ antico Clanio, si valutò 
il vantaggio che sarebbesi ottenuto raddrizzandone il canale 
della sua foce che andava serpeggiando per su la spiaggia , 
col dargli sbocco diretto nel mare : c quanto sarebbe stato op- 
portuno il provvedere che le cose non fossero tosto ritornate 
al primitivo stato. Onde s immaginò in sulle prime di guer- 
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nire al solito il nuovo sbocco , per un certo tratto , con moli 
guardiani. I fianchi dei quali avrebbero dovuto resistere alla 
pressione laterale delle acque correnti , ed opporsi alla espan- 
sione ; mentre le estremità inferiori si sarebbero opposte 
all’ impeto del mare. 

E poiché io trovavami deputato alla direzione di quei 
lavori , andai immaginando in qual modo avrebbonsi potute 
conformare le estremità di quei moli, perchè in conformità 
delle innanzi esposte nozioni avessero corrisposti all’ offizio 
loro : comunque senza impiegare colali moli , si fosse di 
poi provveduto allo scopo con mezzo più opportuno e più 
efficace (*). 

Il passaggio pressoché istantaneo dalla bassa all’ alta 
marca , e dalla calma alla burrasca , parmi potersi in certo 
modo paragonare alle subitanee escrescenze di un fiume tor- 
rente. E quindi le estremità di quei moli che ai tempi delle 
più basse acque e di calma dovevano sorgere fuori acqua, 
e ad un tratto rimanere circondate dalle onde al sopravve- 
nire di alte acque, burrasche od ondulazioni mezzane, par- 
venu si potessero paragonare a quei piloni da edificarsi in 
'mezzo ai fiumi della detta natura. 

Però per questa parte io argomentava la conformazio- 
ne più conveniente di tali estremità di moli, poter essere 
quella medesima di tali piloni , cioè di due porzioni eguali 

(*) Le opere per lo innanzi osate alle 
foci in mare dei fiumi o cenali consisto* 
no od in robusti moli che s' internano 
dentro mare , od in solidissime palifica- 
te imbottite di fascine e sassi. — In vece 
alla nuova foce dell’antico Clanio fu co- 
strutta da ciascun lato una palificata som- 
mersa a traforo , per modo che le acque 
da per ogni dove avesserri potuto libe- 


ramente girare per di dentro — Intorno 
a ciò veggasi la nota F della mia me- 
moria idraulica-economica pel dijfniuvo 
bonificamento della campagna Vienna , 
pubblicata nel i8j3 ; ed anche il mio 
opuscolo idraulico intitolato : Di una ef- 
ficacissima, pratica per istabilire la tus- 
sislenza dello sbocco dei fumi in mare. 
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eli cilindro retto aventi per base insieme due archi uguali , 
sottesi dai lati di un triangolo equilatero avente per terzo 
lato la larghezza del molo alla estremità inferiore. 

Ma stante che cotali estremità avrebbonsi dovute sta- 
bilire sur una spiaggia assai protratta ; e la quale indi ad 
alcune centinaja di metri rapidamente scende, ne segue che 
dalle onde sottomarine di traslazione sarebbono state violen- 
temente investite; spezialmente sul primo imperversare della 
burrasca : e siffatte onde in quei paraggi sogliono essere as- 
sai impetuose, perchè le onde del largo vi hanno liberissimo 
cammino, soprattutto al soffiare dei venti più dominanti. 

Avventuratamente nella specie non sarebbe stalo uopo 
conoscere in numeri la intensità della forza che sarebbe 
venuta ad investire quelle estremità , perciocché al più forte 
urlo, che debb’avcr luogo ai tempi della traversia domi- 
nante, avrebbe resistito presso che tutta la lunghezza del 
molo. Ma non pertanto sarebbe stato uopo provvedere a di- 
minuirne nel modo anzidetto (5) l' effetto , affinchè non solo 
la stabilità del molo considerato come di un sol pezzo fosse 
stata assicurata, ma eziandio quella di ciascuna sua parte, 
in guisa che per le ripetute percosse non se ne fossero potute 
disgregare le parti componenti. Quindi io argomentava che 
avrebbonsi dovute dare a quelle estremità forme partecipanti 
della forma normale che meglio conviene alle pile dei ponti 
nei torrenti, e del profdo concavo che meglio è acconcio 
ai paramenti dei picdirilli investiti dalle onde e normali alla 
direzione della traversia dominante. E poiché i detti piloni si 
compongono di due parti di superficie continua riunite secon- 
do un’ angolo saliente , il cui canto verticale giace sul piano 
di simmetria , io m’ imponeva le quattro seguenti condizioni 
per la scelta della superficie secondo la quale io intendeva 

2 


Digitized by Google 


X *0 )( 

avrebbe dovuto conformarsi il paramento visto delle estremità 
di ciascuno dei delti moli : cioè 

1. ° Che la parte inferiore fosse dappertutto profilata 
concava : 

2. ° Che la parte supcriore al termine della concavità fos- 
se verticale e secondo le dette due porzioni di cilindro : 

3 . ° Che la intersezione od unione delle due parti di su- 
perficie costituenti la parte inferiore conformata concava aves- 
se luogo secondo una curva, giacente sul piano di simmetria : 

4 -° Che le parti concave si fossero quasi con continuità 
raccordate colle parli convesse superiori, e che tutte si fosse- 
ro innestale con simile raccordamcnlo continuo colle parti 
piano verticali laterali del molo. 

7. Però comunque quel solido non dovevasi comporre, 
pure piaeevami fare investigazioni intorno alla superficie, per 
fine di poterne trarre facile maniera di costruirlo , quando 
fosse uopo , in pezzi d’ intaglio. E quelle investigazioni aven- 
domi condotto alla conoscenza di verità non disprcgevoli ; e 
dalle quali potrebbero Irarsene per avveulura più importanti 
applicazioni pratiche , 0 scientifiche , mi sono indotto ad or- 
dinare in proposizioni le fotte ricerche, delle quali alcune 
tengono assai dappresso alla pura Geometria, altre alle appli- 
cazioni sue alla effettiva costruzione del solido , o taglio dei 
pezzi costituenti ciascuna estremità di molo. E le prime sono 
tutte raccolte in questa Memoria , che ho l’ onore di pre- 
sentarvi , 0 Illustrissimi Accademici : e non come cosa che 
io reputassi d’ardua difficoltà, essendo invece semplici e 
spontanee le mie ricerche , ma come tali che prese in consi- 
derazione da alcuno di Voi di più alto ingegno e sapere, 
potrebbero dare opportunità di scovrire verità importanti , 
alle quali più importanti applicazioni seguissero. 
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PROPOSIZIONE PRIMA 
Definire le forme della estremità del molo. 


8. Su di un piano orizzontalo intendasi descritto un 
rettangolo, pianta del molo ; sul Iato minore più basso , cioè 
verso il mare , c sul medesimo piano un triangolo equila- 
tero; c cogli estremi di un tal lato comune al rettangolo 
ed al triangolo come centri, ed esso lato come raggi, s’inten- 
dano descritti due archi circolari sottesi dagli altri due lati 
del triangolo. Il lato comune al triangolo ed al rettangolo si 
intenda prolungato ugualmente dalle due parti ; e coi punti 
estremi del prolungamento come centri, e colla loro di- 
stanza dagli estremi più remoti del lato del triangolo equi- 
latero prolungalo come raggio , s’ intendano descritti due 
altri archi di circolo; li quali toccheranno i primi e s’in- 
contreranno sulla perpendicolare al lato prolungato , con- 
dotta pel vertice dell’angolo opposto del medesimo trian- 
golo equilatero , prolungata del pari. 

I due archi sottesi dai lati del triangolo equilatero si 
intendano divisi in un egual numero di parti eguali , c 
per li punti di divisione e pei loro centri s’ intendano con- 
dotte delle rette : le quali taglieranno gli altri archi di rag- 
gio maggiore. E li due archi sottesi dai lati del triangolo 
equilatero si abbiano per tanto prolungati per quanto le 
rette condotte pei successivi loro punti di divisione giun- 
gano al punto d’ incontro dei due archi di raggio maggiore. 

I due archi di raggio minore abbiansi come proje- 

zione ortogonale di due porzioni di cilindri retti ; e le rette 

* 


Digitized by Google 


)( 1 * )( 

condotte per li loro punti di divisione , come projezione 
ortogonale di piani verticali. Ognuno di questi piani ta- 
glierà il cilindro eretto sull’ arco pel di cui punto di divi- 
sione passa , secondo una retta lato di esso. Sur un tal 
piano s’ intenda descritto un quadrante circolare con un’ e- 
stremo tangente ad essa retta , e che abbia per altro estre- 
mo il punto d’ incontro della retta , projezione del piano , 
coll’arco maggiore. 

Un simile quadrante s’ intenda descritto su ciascuno 
degli altri piani. 

Esistano tanti di tali piani per quanti sono i punti im- 
maginabili di ciascuno degli archi sottesi dai lati del trian- 
golo equilatero , prolungati come è detto ; e su ciascuno 
di essi esista il corrispondente quadrante circolare. Tutti 
cotali quadranti , che saranno infiniti di numero , costitui- 
ranno per ciascuno dei due archi di raggio minore una su- 
perficie curva : c ciascun quadrante toccherà una retta 
delle porzioni di cilindro aventi gli archi sottesi dai lati 
del triangolo equilatero per projezione ortogonale, pure in- 
finite di numero. Le porzioni di tutte tali rette tangenti , 
superiori ai loro punti di contatto coi detti quadranti , e 
tutti questi presi insieme , escluse le loro parti superiori 
oltre la intersezione di quelli di una superficie con quelli 
dell’ altra , costituiscono la forma della estremità del molo. 

9. Dico ora che cosi conformata la estremità del mo- 
lo , soddisfa alle dette (6) quattro assunte condizioui : cioè 

1.° La parte inferiore sarà dappertutto profilata concava. 

Di fatto poiché ogni quadrante tocca la retta dei ci- 
lindro per la quale il suo piano passa , rivolgerà la con- 
vessità ad una tal retta. Ma deve avere l’altro suo estre- 
mo comune con un punto dell’ arco di raggio maggiore. 
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Dunque avrà l’ altro estremo al di fuori delle due porzioni 
dei cilindri , le di cui rette sono toccate da ciascuno di 
essi. Dunque la sua concavità sarà rivolta verso fuori. Ma 
tutti i quadranti costituiscono la parte inferiore della estre- 
mità del molo. Dunque essa è dappertutto conformata 
concava. 

2 . ” La parte superiore al termine della concavità sarà 
verticale, e conformata secondo due porzioni eguali di ci- 
lindro retto , aventi per basi insieme due archi eguali sot- 
tesi dai lati di un triangolo equilatero avente per terzo lato 
la larghezza di esso molo alla estremità inferiore. 

Emerge immediatamente dalla data generazione ; per- 
ciocché tutte le rette che toccano li infiniti quadranti cir- 
colari , costituiscono due porzioni di cilindro retto aventi 
le dette basi. Di fatto gli archi descritti cogli estremi del 
lato del triangolo equilatero comune al lato del rettangolo 
come centro , e col lato medesimo come raggio , sono pro- 
jezioni ortogonali di due porzioni di cilindro , delle quali 
quelle rette sono lati. 

3. ° La intersezione od unione delle due porzioni di su- 
perficie costituenti la parte inferiore conformata concava ha 
luogo secondo una curva che giace sul piano di simmetria. 

Ogni punto della intersezione debb’ essere punto co- 
mune a due quadranti circolari generatori , che passano 
per quel punto. Epperò dovrà stare sulla intersezione di 
due piani che hanno per projezioni ortogonali due di quello 
rette, che passano pei punti di divisione degli archi sottesi 
dai Iati del triangolo equilatero e pei loro rispettivi cen- 
tri. Onde la projezionc ortogonale del punto d’intersezione 
individuato starà sul punto intersezione di due di dette 
rette. 
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Or tali rette , o passeranno per punti di divisione non 
di ugual sede degli archi sottesi dai lati del triangolo, o 
passeranno per punti di divisione di ugual sede. Siano , 
ABC il triangolo equilatero ; ACE', BCE gli archi sottesi 
dai Iati AC , BC del triangolo e prolungati , divisi cia- 
scuno in egual numero di parli eguali ; CM una retta con- 
dotta pel vertice C del triangolo , e perpendicolare alla sua 
base AB ed indefinitamente prolungata verso 0. Le rette 
AE , AC , AD ecc. BE’ , BC, BD’, ecc. che passano per 
li punti di divisione degli archi , s’ incontreranno ; e vo- 
gliano considerarsi o due rette, come le AE, BC, che non 
passano per due punti di divisione di ugual sede, ma in 
vece pei due E, C corrispondenti agli archi BE, AC disu- 
guali , ed il primo maggiore del secondo ; ovvero le due 
rette AE , BE’ , che passano per due punti di divisione 
E , E' di ugual sede, per modo che gli ardii BE,AE‘ 
sono uguali. 

Considero dunque in primo le rette AE, BC. L’ arco 
BE essendo maggiore dell’arco AC per ipotesi , sarà EF 
maggiore di CG \ perciocché gli archi BF, BC-, ed AG, 
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AC sempre più si allontanano scostandosi da’ punti A , B 
di contatto. Eppero il quadrante generatore che è sul piano 
di cui AF è projezione ortogonale , sarà maggiore del 
quadrante generatore che è sul piano di cui BG è proje- 
zione ortogonale. Sia P il punto d' incontro dello due rette 
AF , BG. Per P s’ intenda calala la perpendicolare PN 
ad AB. Essendo per ipotesi l’arco BE maggiore di AC, 
sarà l'angolo PA±\ maggiore dcll’augolo PBN ; e quindi 
la retta BP maggiore della retta AP: in oltre sarà an- 
cora BJ\ maggiore di AN , e quindi il punto P si tro- 
verà fuori della retta MO. Ma A E è uguale a BC , dun- 
que CP , sarà maggiore di PE. E quindi PF maggiore 
di PG. Ma PF, PG rappresentano, dei due quadranti ge- 
neratori che sono sui piani progettati in AF , BG , lo 
ascisse corrispondenti al punto di ciascuno che è su la inter- 
sezione di essi piani ; e li quali punti sono propellali nel 
punto P. Dunque se i due quadranti che sono su i piani 
projcltali in BG , AF , s’ incontrassero , s’ incontrerebbero 
in un punto della loro periferia corrispondenti ad ordinate 
discguali ; la qual cosa è impossibile. Dunque comunque 
due rette passanti per punti non analoghi di divisione s' in- 
contrino , e quindi i piani di cui sono projezione ; pure i 
quadranti che sur essi sono non s’ incontrano. 

Considero ora due rette AF, BF’ ; che passano per due 
punti di divisione E , E' di ugual sede ; cioè tali che sia 
l’ arco BE eguale all’ arco A E’. Sia Q il loro punto d’ in- 
contro ; e da un tal punto d’ incontro s’ intenda calata QM 
perpendicolare ad AB. Per ipotesi essendo eguali gli archi 
BE , AF, gli angoli BAQ , QBA dei triangoli rettangoli 
QMA , QMB saranno eguali , e quindi BM eguale ad AM\ 
onde la retta QM si confonderà colla perpendicolare con- 



)( «6 X 



dolla pel vertice C del triangolo equilatero sul lato AB di esso 
triangolo comune col lato mioore del rettangolo. Io oltre 
essendo per ipotesi gli archi BE , A E' eguali , saranno 
pure per generazione eguali tra loro gli archi AF , BE' ; 
c quindi EF , eguale FB”. Dunque i quadranti generatori 
situati sui piani AF, BF' saranno eguali tra loro. Ma è AQ 
eguale a BQ, dunque resterà (Wf 1 eguale a QF’. Ma QF, 
QF' rappresentano, dei due quadranti generatori che sono 
sui piani progettati in AF, BF’, le ascisse al punto di cia- 
scuno che è su la intersezione di essi piani , e li quali 
punii sono progettali nel punto Q. Dunque essendo i raggi 
dei quadranti giacenti sui piani projeltati in AF, e BF’ 
eguali tra loro , ed essendo Q la projezione della interse- 
zione, s incontreranno i quadranti ; e sarà Q la projezione 
del punto d’ incontro. 

Si è già dimostrato non potersi incontrare i quadranti 
generatori li quali sono su piani che non passano per punti 
di divisione di egual sede. Dunque li quadranti costituenti 
le due parti di superficie componenti la parte inferiore del- 
J’ estremità del molo conformala concava s’ incontreranno a 
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due a due secondo punti projeltati sulla retta OM , che 
passa pel punto d’ incontro degli archi maggiori , pel 
punto d’ incontro C degli archi minori , vertice del trian- 
golo equilatero ACB , e perpendicolare alla base AB del- 
lo stesso triangolo : nè s’ incontrano diversamente. 

Dunque la curva d’ intersezione sarà piana , e starà 
sul piano projettato in OM ; il quale , come è chiaro , è 
piano di simmetria. 

4-° Le parli concavo inferiori, quasi con continuità si 
raccordano colle parli convesse superiori , e tutte s’ inne- 
stano con simile raccordamento continuo colle parti verti- 
cali laterali del molo. 

Ogni quadrante generatore (8) ha per tangente al suo e- 
stremo supcriore la retta sul suo piano , che è lato della 
porzione di cilindro retto, di cui 1’ arco pel di cui punto di 
divisione la retta projezione del quadrante passa , è prele- 
zione ortogonale. Tutti essi quadranti costituiscono le parti 
concave inferiori dell’ estremità del molo ; e tutte le rette 
da essi toccate costituiscono le parti convesse superiori. 
Dunque le parli concave inferiori quasi con continuità si 
raccordano colle parti convesse superiori. 

Le parti convesse superiori appartengono alle porzioni 
di cilindro retto aventi per prelezioni ortogonali gli archi 
sottesi dai due lati del triangolo equilatero i di cui centri 
sono agli estremi del terzo lato , che è comune col lato 
minore del rettangolo pianta del molo. Ma tali archi han- 
no ciascuno per retta tangente al punto che è centro del- 
l’ altro , ed estremo del terzo lato del triangolo equilatero, 
il lato maggiore del rettangolo pianta del molo, il quale 
è projezione della sua parte piana verticale. Dunque le 
Tom.V. 3 


)( «8 )( 

parli convesse superiori sono tangenti alle pareli verticali 
laterali del molo. 

I quadranti generatori sono regolati in grandezza dalla 
parte di ciascuna retta condotta pei punti di divisione de- 
gli archi sottesi dai lati del triangolo equilatero , e pel ri- 
spettivo centro di ciascuno, la quale parte è intercetta tra 
essi archi e gli archi maggiori aventi per centri gli estre- 
mi di esso terzo lato egualmente prolungato dalle due parti, 
i quali sono perciò tangenti agli archi minori , negli estre- 
mi del terzo lato del triangolo , che è comune col lato 
minore del rettangolo pianta del molo. Dunque ove l’estre- 
mità del molo s’innesta colle sue pareti piane laterali, l'am- 
piezza del quadrante generatore della parte inferiore del 
T estremità del molo diventa nulla: e però restano quivi 
le sole parti superiori convesse. 

Dunque le parti concave inferiori quasi con continuità 
si raccordano colle parti convesse superiori, e tutte s’in- 
nestano con simile raccordamcnlo continuo colle pareti piane 
verticali laterali del molo. 
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PROPOSIZIONE SECONDA 

Definire la generazione della superficie cui appartiene la 
parte inferiore profilata concava della estremità del 
Molo. 

10. Due cilindri retti a base circolare si tocchino per 
di dentro lungo una loro retta ; e per l’ asse del cilindro mi- 
nore passi uu piano. Sopra un tal piano stia una circon- 
ferenza di circolo di raggio eguale alla distanza dei lati 
dei cilindri sur esso, clic sono dalla stessa parte dell’asse; 
c col centro sul cilindro maggiore ed alto dal piano delle 
basi pel raggio. 

Il piano per 1’ asse del cilindro minore roti intorno 
all’asse istesso; e rotando trascini seco la circonferenza che 
giace sur esso , la quale vada variando in grandezza per 
modo da soddisfare alle dette condizioni in ogni posizione 
del piano. 

La circonferenza col suo movimento genera una su- 
perficie. 

Alla superficie cosi generata appartiene la parte infe- 
riore profilata concava della estremità del molo. 

1 1 . Dei quattro archi descritti (8), due colle estremità 
del lato del triangolo equilatero comune al rettangolo come 
centro , ed esso lato come raggio e gli altri due coi punti 
estremi del prolungamento di detto lato come centri , c colla 
loro distanza dagli estremi più remoti del lato medesimo 
come raggio, si considerino soltanto quelli che sono da 
una stessa parte della perpendicolare al detto lato , condotta 
pel vertice dell’ angolo opposto. 
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Abbiansi come compiutamente descritti i circoli di cui 
essi due archi sono parti ; e tali circoli sieno basi di due 
cilindri retti. I due circoli avendo i centri meno distanti 
tra loro che non è il raggio maggiore , e su di una retta 
il di cui estremo è loro punto di contatto , in questo punto 
sì toccheranno, e per di dentro. 

Dunque i due cilindri avranno comune il lato, che 
passa per quel punto , e si toccheranno per di dentro , se- 
condo un tal lato. 

Si consideri un individuato quadrante generatore. Il 
piano di un tal quadrante avendo per projezione ortogo- 
nale sul piano del triangolo una retta, sarà perpendicolare 
al suo piano , e quindi perpendicolare al piano delle basi 
dei cilindri. E la retta che ne è projezione ortogonale, 
passando pel centro del circolo che ha per raggio il lato 
del triangolo equilatero , ossia pel centro del circolo base 
del cilindro minore , il piano di cui essa retta è projezione 
ortogonale passa per l’asse di esso cilindro minore. 

Dunque l’individualo quadrante generatore giace su 
di un piano che passa per 1’ asse del cilindro minore. 

E valendo il medesimo ragionamento per ogni altro 
quadrante generatore individuato ; giace ciascuno su di un 
piano che passa per 1’ asse del cilindro minore. E se in- 
finiti sono i quadranti, infiniti sono del pari i piani che 
passano per l'asse del cilindro minore. 

Ma tutti colali infiniti piani equivalgono a tutte le in- 
finite posizioni che può prendere un piano che passa per 
F asse del cilindro minore e che intorno ad esso rota. Dun- 
que tutti gli infiniti quadranti generatori equivalgono agli 
infiniti valori e posizioni che prenderebbe un individualo 
quadrante che giacesse sul piano che rota , c condizionato 
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sempre ad avere un suo estremo tangente alla retta sul 
piano, lato del cilindro minore, e per altro estremo il punto 
d’incontro della retta projezione del piano colla circonfe- 
renza base del cilindro maggiore. 

Per la quale condizione il quadrante non solo tocca 
con un suo estremo il lato del cilindro minore sul suo pia- 
no , ma tocca ancora coll’ altro suo estremo la retta che 
è projezione ortogonale del suo piano , sul piano delle basi 
dei cilindri ; perciocché le rette tangenti ad un circolo nei 
punti estremi di un suo quadrante sono perpendicolari tra 
loro ; ed il piano delle basi dei cilindri è perpendicolare 
ai lati del cilindro minore. Ma la (agente ad un circolo è 
perpendicolare a quel suo raggio che passa pel punto del 
contatto. Dunque il raggio di un individuato quadrante 
generatore corrispondente a quello dei suoi estremi che è 
punto d’incontro della projezione del suo piano colla circon- 
ferenza base del cilindro maggiore è normale al piano della 
base. Dunque si confonde con uno dei lati del cilindro mag- 
giore : e cosi per tutti i quadranti generatori. Però i cen- 
tri dei quadranti generatori saranno allogati sul cilindro 
maggiore. 

Di un individuato quadrante generatore si consideri il 
raggio che passa pel suo estremo superiore, cioè per restre- 
mo che è punto di suo contatto colla retta sul suo piano, Iato 
del cilindro minore. Un tal raggio è perpendicolare al detto 
lato ; ma questo è parallelo ai Iati del cilindro maggiore , 
e su questo è il centro del quadrante ; dunque il raggio di un 
individuato quadrante generatore corrispondente al suo estre- 
mo supcriore misura la distanza dei Iati del cilindro mag- 
giore e del minore , i quali sono sul piano del quadrante 
e da una stessa parte dell’ asse del cilindro minore. Lo 
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stesso può ragionarsi per lutti gli altri quadranti generatori. 
Dunque rotando il piano intorno all’asse del cilindro mi- 
nore, il quadrante generatore che giace sur esso, in ogni 
sua posizione ha il raggio uguale alla distanza dei lati dei 
cilindri sul piano , posti da una stessa parte dell’ asse di 
rotazione. 

E poiché ogni quadrante tocca il piano dei circoli 
base dei cilindri ; i centri dei quadranti non solo staranno 
sul cilindro maggiore ; ma in oltre il centro di ciascuno 
sarà alto dal piano della base del cilindro maggiore pel 
raggio. 

Per le precedenti conseguenze adunque dati due cilin- 
dri retti a base circolare , che si tocchino per di dentro 
secondo un lato , ogni quadrante generatore starà sul piano 
che passa per 1 ’ asse del cilindro minore , sarà di raggio 
uguale alla distanza dei lati dei cilindri sul piano , che 
sono da una stessa parte dell’ asse , ed avrà il centro alto 
sul piano delie basi pel raggio. 

E se in vece dei quadranti esistano le circonferenze 
cui quei quadranti appartengono , tali circonferenze in tutte 
le posizioni del piano rotante soddisfaranno alle condizioni 
stesse cui soddisfano i quadranti che ne sono parte ; e la 
superficie generata dalle circonferenze cui essi appartengono. 

Dunque la parte inferiore profilata concava della estre- 
mità del molo appartiene alla superficie la di cui genera- 
zione è enunciala di sopra (io). 

COROLLARIO I. 

12. Il piano clic rota, in ogni sua posizione incontra 
quattro lati dei cilindri ; due da una parte c due dall’ al- 
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tra dell’asse di sua rotazione: ed in una intera rotazione 
passa successivamente per lutti i lati di ciascun cilindro. 
Tra le sue infinite posizioni adunque ve ne è una nella 
quale passa pel lato del contatto dei cilindri. In questa 
posizione , da ima parte dell’ asse di rotazione , cioè verso 
il contatto la distanza dei lati dei cilindri è nulla , dal- 
1’ altra parte è la massima : la quale distanza , rotando il 
piano , ove era nulla andrà crescendo , ove massima de- 
crescendo : c ciò da qualunque verso si muova. Dunque 
il raggio della circonferenza generatrice avrà un valore 
massimo eguale alla differenza dei diametri delle basi dei 
cilindri, ed un valore minimo uguale a zero. 

COROLLARIO II. 

13. Rotando il piano e trascinando seco la circonferenza 
generatrice , mentre essa genera la superficie , il suo cen- 
tro genera una curva ; ed una tal curva sta sul cilindro 
maggiore , ed è una curva chiusa. Perciocché il centro 
di ciascuna generatrice è sul cilindro maggiore , e 1' al- 
tezza del centro dal piano delle basi dei cilindri è uguale 
al raggio della circonferenza generatrice, che va crescendo 
e poi decrescendo ( 1 a) per medesimi gradi di grandezza a 
cominciare dal suo valore nullo. 

COROLLARIO III. 

14. Per la medesima ragione, la curva dei centri rife- 
rita ad applicate sul piano delle basi dei cilindri, avrà un’ 
ordinata massima uguale alla differenza dei diametri delle 
basi dei cilindri, ed una ordinata minima uguale a zero. 
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COROLLARIO IV. 

iì>. La curva dei centri essendo chiusa (i 3 ) ; ed il rag- 
gio della circonferenza generatrice tra i suoi infiniti valori 
avendone uno nullo (12); la superficie chiude spazio, rien- 
tra in sè stessa , ed ha un nodo o punto di regresso. 

COROLLARIO V. 

16. Se due circoli si toccano per di dentro stanno sim- 
metricamente intorno al diametro che passa pei centri pro- 
lungato; dunque dai quattro corollarii precedenti emerge, 
che la superficie ha un piano diametrale : ed è il piano 
che rota della generatrice, nella sua posizione per la retta 
di contatto dei cilindri. 

11 piano adunque condotto pel nodo della superficie e 
per 1’ asse del cilindro minore è piano diametrale della 
superficie. 

COROLLARIO VI. 

17. Quando il piano delle generatrici, rotando, passa 
pel contatto dei cilindri ; gli altri due lati di questi che 
sono sul piano hanno la distanza massima (12). 

Dunque il piano diametrale taglia la superficie nel 
nodo 0 punto di regresso ; e secondo la circonferenza ge- 
neratrice massima. 


COROLLARIO VII. 

18. La curva dei centri delle circonferenze generatrici, 
giacendo sul cilindro maggiore ; e 1’ altezza di ogni suo 


Digitized by Google 


)( a5 )( 

punlo dal piano delle basi dei cilindri essendo uguale al 
raggio della circonferenza generatrice che ha quel punto 
per centro (io); la superficie toccherà il piano dei circoli 
basi dei cilindri ; e sarà da esso piano toccata secondo una 
linea : e la linea di contatto sarà la projezione ortogonale 
della linea dei centri sur esso piano. Sarà dunque la cir- 
conferenza del circolo base del cilindro maggiore. 

COROLLARIO Vili. 

19. La circonferenza generatrice in ogni sua posizione 
toccando uno dei lati del cilindro minore ; è questo toccato 
dalla superficie. E la linea del contatto sta sul cilindro mi- 
nore , è chiusa , ed ha in grandezza le applicate al piano 
dei circoli basi dei cilindri , uguali alle applicate della cur- 
va dei centri. 

COROLLABIO IX. 

2t\. La curva dei centri delle circonferenze generatrici 
dunque , e la curva di contatto della superficie col cilindro 
minore, hanno rispettivamente per projezioni sul piano dei 
circoli basi dei cilindri , la circonferenza della base del 
cilindro maggiore, e quella della base del cilindro mino- 
re ; e per projezione su di un piano qualunque ortogonale 
con quello delle basi dei cilindri , e quindi anche sul pia- 
no diametrale , curve determinabili da ascisse uguali alle 
ascisse dei punti delle circonferenze base dei cilindri, li 
quali sono su di un medesimo raggio prolungalo del cir- 
colo minore, computate sulla intersezione dei piani di pro- 
jezione; e da ordinate uguali tra loro ed uguali alla por- 
zione di detto raggio prolungato terminata dai detti punti. 

4 
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SCOLIO t. 

ai. Un cilindro retto a base circolare può aversi come 
generato da una retta mobile condizionata ad appoggiarsi 
alla circonferenza di un circolo e mantenendosi perpendi- 
colare al piano del circolo medesimo. Sieno date le dne cir- 
conferenze , di cui sono parti i due archi (8) aventi per cen- 
tri l’uno l’estremo del lato del triangolo equilatero comune 
col lato minore del rettangolo , e 1’ altro l’ estremo del pro- 
lungamento del lato medesimo , ed entrambi da una stessa 
parte della perpendicolare al detto lato condotta per vertice 
opposto del triangolo. Assunte tali due circonferenze come 
direttrici, una retta mantenendosi al loro piano perpendi- 
colare e ad esse appoggiandosi generi due cilindri. 

Ciascuno di siffatti cilindri potrà aversi come diviso 
in due metà dal piano delle loro circonferenze direttrici, e 
rispetto al quale piano esse metà saranno simmetriche, e cia- 
scuna sola potrà considerarsi come un edindro retto a base 
circolare : ed essendo orizzontale U piano delle dette cir- 
conferenze l'uno starà al di sopra, e l’altro al disotto del 
piano delle circonferenze, cui i dati due archi circolari ap- 
partengono. 

Sul piano rotante adunque potranno stare due circon- 
ferenze generatrici che soddisfano alle condizioni richieste 
per la enunciala (io) generazione della superficie. Di fatto 
in una individuata sua posizione il piano rotante taglierà i 
cilindri secondo quattro rette : due da una parte dell’ asse 
di rotazione , e due dall’ altra ; e la distanza delle due pri- 
me sarà in grandezza il raggio della circonferenza gene- 
ratrice in una sua individuata posizione ; e la distanza delle 
due seconde sarà in grandezza il raggio della circonferenza 
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generatrice nella sua posizione dopo una scmirivoluzione a 
cominciare dalla precedente; ma il suo centro dovendo stare 
sul cilindro maggiore e distante dal piano delle direttrici 
dei cilindri pel raggio , no avrà la posizione nella interse- 
zione della retta del cilindro maggiore sul piano rotante 
nella individuata posizione , con un piano condotto paral- 
lelo al piano delle circonferenze direttrici e distante da 
esso pel raggio : ed è sempre possibile condurre due di 
cotali piani. 

Date le medesime cose adunque , vi saranno in gene- 
rale due superficie uguali c simmetricamente disposte in- 
torno al piano delle basi dei cilindri , generate , secondo 
la enunciala generazione , da due circonferenze uguali messe 
sul medesimo piano rotante. 

Tali circonferenze generatrici si toccheranno , e la 
tangente al punto di contatto genererà , nella rotazione , 
il piano delle basi dei cilindri , come il punto di contatto 
genererà la circonferenza base del cilindro maggiore. 

aa. Per esprimere una sola delle duo superficie , che 
possono stare intorno al piano delle basi dei cilindri, e pro- 
priamente la superiore, ho detto ( i o) dovere essere il centro 
della circonferenza generatrice allo dal piano delle basi pel 
raggio. Se si dicesse depresso sotto il piano delle basi si 
verrebbe ad esprimere l’ altra superficie uguale e simmetrica 
alla prima. Si abbracccrebbero entrambe tanto solo che si 
dicesse in generale : dovere il centro della circonferenza 
generatrice stare sul cilindro maggiore distante dal piano 
delle basi pel raggio: e nella generazione di entrambe 
prese insieme , potrebbesi considerare intatta la continuità; 
perocché il nodo o punto di regresso (i5) dell’ una superficie 
è ad un tempo nodo o punto di regresso dell’ altra , ed 
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assumendo come primitiva posizione del piano rotante quella 
in cui esso passa pel nodo , potrebbesi avere che in una 
prima rivoluzione del piano si generasse la superficie su- 
periore , ed in una seconda la inferiore. 

scoilo s.° 

23. Potrebbesi anche maggiormente generalizzare la ge- 
nerazione, tanto solo che si sopprimesse dovere essere i lati 
dei cilindri sul piano rotante che determinano la lunghezza 
del raggio della circonferenza generatrice dalla stessa parte 
deir asse. E la generazione abbraccerebbe allora altre due 
superficie pure uguali tra loro e simmetricamente disposte 
rispetto al piano delle circonferenze direttrici dei cilindri, 
ma dissimili dalle prime due. 

Di fatto il piano rotante , in ogni sua posizione taglia 
i due cilindri secondo quattro rette, e queste ammettono 
quattro distanze diverse ; delle quali due danno i raggi di 
due circonferenze appartenenti a due posizioni della gene- 
ratrice delle superficie considerate nello scolio precedente, 
e due danno i raggi di due altre circonferenze appartenenti 
a due posizioni della generatrice delle altre due superficie. 

24. Queste due nuove superficie , che sono generate da 
circonferenze di raggio uguale alla distanza dei lati dei ci- 
lindri sul piano rotante , li quali prendono in mezzo l’ asse 
di rotazione del piano, ossia del cilindro minore, saranno 
chiuse del pari , ma ciascuna invece che avere un nodo o 
punto di regresso , avrà una linea doppia , che è linea di 
intersezione delle due foglie di cui si compone ciascuna 
superficie , e le quali si toccano in un punto di essa linea 
doppia : il qual punto tiene luogo del nodo o punto di 
regresso delle altre due dette superficie. 
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SCOLIO 3 * 

2 5 . La superficie presa a trattare adunque e definita 
nella Proposizione seconda (io) , appartiene alla famiglia 
compresa nella accennata pii generale generazione (a3). 
E non parlerò che di quella soltanto, essendo essa che do- 
vevasi da me trattare. 

PROPOSIZIONE TERZA. 

La superficie definita nella proposizione precedente è data 
in grandezza e posizione , dato che siano di posizione 
ma retta ed un punto , e di grandezza altre due rette. 

26. Siano date tali cose. 

Pel dato punto s’ immagini condotto un piano normale 
alla retta data di posizione. Sur un tal piano e col suo 
punto d’intersezione colla retta data di posizione coma 
centro, e colla minore delle duo rette date in grandezza 
come raggio , s’ intenda descritta una circonferenza ; e con 
un punto sulla con giungente il punto dato col punto d’ in- 
tersezione del piano colla retta data di posizione , e di- 
stante dal primo per la differenza delle rette date di gran- 
dezza come centro, e colla retta maggiore come raggio 
s’intenda descritta un’altra circonferenza. 

Tali circonferenze si prendano come direttrici di due 
cilindri la di cui retta generatrice sia parallela alla retta 
data di posizione. Saranno essi cilindri li due contemplati 
nella generazione definita nella proposizione precedente (io). 
Pi fatto il piano delle circonferenze direttrici dei cilindri 
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essendo normale alla reità data di posizione ; ad una tal 
retta tenendosi parallele le generatrici dei cilindri , essi 
saranno retti ed a basi circolari. Ma le due circonferenze 
hanno i loro centri distanti per la differenza dei raggi ; 
dunque si toccheranno per di dentro. Dunque i cilindri si 
toccheranno del pari per di dentro. 

Per la retta data di posizione s’ intenda condotto un 
piano. Un tal piano taglierà i cilindri , cd il piano delle 
loro direttrici. E poiché le generatrici dei cilindri , sono 
parallele alla retta data di posizione, il detto piano, che 
per ma passa , taglierà i cilindri secondo i loro lati ; e 
saranno essi lati d’intersezione perpendicolari alla interse- 
zione del medesimo piano coll’ altro delle direttrici dei ci- 
lindri. Ed i lati d’intersezione dei piani coi cilindri sa- 
ranno quattro ; due da ciascuna parte della retta data di 
posizione , e le quali due apparterranno l' una ad un ci- 
lindro c l’altra all’altro. 

Sul piano condotto per la retta data di posizione s’ in- 
tenda descritta una circonferenza di circolo , col centro su 
quello di cotali due lati d’intersezione che sono da una 
stessa parte della retta data di posizione, il quale si ap- 
partiene al cilindro maggiore , e tangente non solo all’ al- 
tro di cotali due lati che è quello che si appartiene al 
cilindro minore , ma ancora alla retta d‘ intersezione del 
piano per la retta data di posizione col piano delle diret- 
trici dei cilindri. Una tale circonferenza toccando il lato 
del cilindro minore sul suo piano, cd il piano delle di- 
rettrici dei cilindri , sarà di raggio uguale alla distanza 
dei lati dei cilindri' sul piano , ed avrà il centro sul ci- 
lindro maggiore ed alto pel raggio sul piano delle diret- 
trici dei cilindri , ossia delle loro basi. 
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Tulle le immaginate operazioni sono possibili ; e per 
la retta data di posizione possono condursi infiniti piani , 
su ciascuno dei quali sono possibili le medesime operazioni 
immaginate sur uno. 

* Dunque data una retta ed un punto di posizione , e 
due altre rette di grandezza , è data di grandezza e di 
posizione la superficie. 

corollario i. 

27. La superficie la cui generazione è data nella pro- 
posizione seconda, essendo data in grandezza e posizione, 
dato che sieno di posizione una retta ed un punto , e di 
grandezza altre due rette ; ha una Reità Direttrice , un 
Punto Determinatore , e due Parametri. 

scolio 1 . 

28. Chiamo Retta Direttrice la retta intorno cui si 
rivolge il piano della circonferenza generatrice ; perciocché 
essa dirige la posizione del piano di questa. 

29. Chiamo Punto Determinatore il punto dato; per- 
ciocché esso determina la posizione della superficie nello 
spazio. 

3 0. Chiamo Parametri le due rette date di grandezza; 
perciocché esse determinano la grandezza della circonfe- 
renza generatrice in ogni sua posizione , e quindi la super- 
ficie in grandezza. 

3 1 . Dati i due Parametri soltanto , restano determinate 
in grandezza le circonferenze basi dei due cilindri retti 
che si toccano per di dentro ; ma non il loro piano , nè 
i loro centri. 
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32. Dati i Parametri e la Retta Direttrice, restano de- 
terminate in grandezza le circonferenze basi dei due cilindri 
retti che si toccano per di dentro , la giacitura del loro 
piano che sarà perpendicolare alla retta direttrice ; ma non 
il piano individuato : nè il centro delle dette circonferen- 
ze , li quali entrambi varieranno di posizione al variare di 
ciascun piano ; e quello della circonferenza maggiore po- 
trà variare ancora su ciascuno degli infiniti piani normali 
alla Retta Direttrice , che possono tutti essere piani delle 
dette circonferenze. 

33. Che se sia dato in oltre il Punto Determinatore , 
verrà determinato con esso un individuato dei detti infiniti 
piani normali alla Retta Direttrice ; ed in oltre la posizione 
dei centri delle circonferenze direttrici dei cilindri, ossia del- 
le loro basi, li quali staranno sulla congiungente il Punto 
Determinatore col punto d' incontro del piano condotto per 
esso normale alla Retta Direttrice, colla Direttrice istessa : 
e 1’ uno è questa intersezione medesima , l’ altro un punto 
da esso distante per la differenza dei Parametri. 

34> E la definita generazione (io) esclude l’altra su- 
perficie che giacendo al disotto del piano condotto pel 
Punto Determinatore normale alla Retta Direttrice ( 22 .) po- 
trebbe sola ammettere simili determinanti. 

In prosieguo quando dirò semplicemente superficie, in- 
tenderò parlare di quella la di cui generazione è data per 
la proposizione seconda ; e quando dirò determinanti della 
superficie intenderò dire la Retta Direttrice , il Punto De- 
lermmatore, ed i due Parametri. 
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COROLLARIO II. 

33. Dati i due Parametri, la Retta Direttrice, ed il 
Punto Dctcnninalore ; è data la superficie di grandezza e 
di posizione. 

E poiché per una superficie individuata , una sola può 
essere la curva dei centri , una sola la curva di contatto 
della superficie col cilindro minore, ed una sola' la linea 
di contatto col piano base dei cilindri , i Parametri della 
superficie sono Parametri delle dette tre curve : e queste 
sono date di posizione, date che siano la Retta Direttrice 
ed il Punto Determinatole. 

COROLLARIO III. 

36. La Retta Direttrice, il Punto Determinatore ed i 
Parametri sono dunque comuni tanto alla superficie , quanto 
alla linea dei centri ed alle linee di contatto col cilindro 
minore e col piano delle basi dei cilindri. 

Per la qual cosa date queste può aversi come data la 
superficie. E può questa aversi come generata da una cir- 
conferenza di circolo moventesi col suo centro sulla curva 
dei centri , e colla periferia appoggiandosi alle due curve 
di contatto. 

SCOLIO 2° 

37 . Che la superficie possa aversi ancora , come ge- 
nerata da una circonferenza di circolo moventesi col suo 
centro sulla curva nei centri , e colla periferia appoggian- 
dosi alle due curve di contatto , emerge chiarissimo (36) 
dal fin qui detto. 
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E non è difficile il concepire , come può determinarsi 
la circonferenza generatrice corrispondente ad ogni punto 
della curva dei centri. L 

Esistano nello spazio le dette tre curve ; e vogliasi 
determinare la generatrice corrispondente ad un’ individuato 
punto della curva dei centri. 

Da un tal punto intendasi condotta una perpendicolare 
al piano della curva di contatto della superficie col piano 
delle basi dei cilindri ; e s' immagini una sfera avente quel 
punto come centro , e la lunghezza di questa perpendico- 
lare come raggio. La sfera incontrerà l’altra curva di con- 
tatto ; e la circonferenza di quel suo circolo grande che 
passa per un tal punto è una generatrice della superficie. 

scolio 3 ° 

38. Supponendo che la medesima cosa ( 37 ) avesse luo- 
go per tutti gli infiniti punti della curva dei centri, si avrà 
una serie infinita di sfere aventi tutte su di loro la gene- 
ratrice della superficie nelle sue infinite posizioni. 

Onde potrebbe aversi questa , come generata dal cir- 
colo massimo di una sfera condizionata a toccare un piano 
ed a percorrere col suo centro la curva dei centri ; ed il 
quale circolo massimo passando pel punto di contatto della 
sfera col piano , si appoggiasse in oltre alla curva di con- 
tatto della superficie col cilindro minore. 

Consideriamo due posizioni consecutive della sfera. 
Cotali due sfere si taglieranno , la loro intersezione sarà 
una circonferenza di circolo , col piano normale alla retta 
che unisce i centri delle sfere. Dunque la superficie non 
può aversi come generala da quelle sfere. 
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Siano altre sfere qualunque che la generino: c con- 
sideriamone due consecutive. La loro intersezione sarebbe 
pure la circonferenza di un circolo normale alla retta che 
ne unisce i centri. Ma una tal rtetta è un elemento della 
curva , che sarebbe curva dei centri delle sfere generatri- 
ci. Dunque perchè tali sfere generassero la superficie, do- 
vrebbero i loro centri generare una curva piana e parallela 
al piano delle basi dei cilindri : perciocché le circonferenze 
generatrici della superficie sono tutte su piani perpendico- 
lari al detto piano delle basi dei cilindri. 

E perchè la superficie tocca il piano delle basi dei 
cilindri secondo il circolo base del cilindro maggiore ; 
tutte quelle sfere dovrebbero toccarlo del pari. Dovrebbero 
dunque avere ugual raggio. Dunque le caratteristiche della 
superficie inviluppo , da esse sfere generata, sarebbero tutte 
eguali tra loro. 

Dunque la superficie non può aversi come generata 
da una sfera , nè è inviluppo di sfere : essa dunque co- 
munque abbia per generatrice una circonferenza di circo- 
lo , non è del genere delle superficie canali. A volerla 
classificare tra alcun genere di superficie di cui alcuna è 
stata considerata dai geometri , può dirsi anulare : ed è 
un caso più generale della superficie anulare della quale 
si tratta in alcuni trattati di geometria descrittiva , c che 
entra nella composizione di quel membro di architettura 
che dicesi toro. Di fatto suppongasi che essendo disuguali 
i diametri delle basi dei due cilindri che regolano il movi- 
mento e la grandezza della circonferenza generatrice della 
superficie , i loro centri si vadano avvicinando : il nodo 
della superficie (i5) si scioglierà ; e quando i centri coin- 
cideranno , la circonferenza generatrice non sarà più di gran- 
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dezza variabile ; e la superficie si trasformerà nell’ anulare 
suddetta che entra nella composizione del toro. 

3g. La superficie di che si tratta dunque appartiene 
ad una famiglia delle anulari : la quale famiglia può dirsi 
comprenderne sei casi o sotto varietà ; cioè 

a generatrice di grandezza costante ; 

a generatrice di grandezza variabile ad una foglia non 
annodata ; 

a generatrice di grandezza variabile ad una foglia an- 
nodata ; 

a generatrice di grandezza variabile a linea doppia e 
con due nodi ; 

a generatrice di grandezza variabile a linea doppia con 
un nodo ; 

a generatrice di grandezza variabile a linea doppia non 
annodata (*). 

SCOLIO 4 ° 


4o. La superficie di che si tratta non è inviluppo di 
sfere (38) ; ma nonpertanto polrebbesi considerare come in- 
viluppo di una superficie rigata non sviluppabile. 

Ogni circonferenza generatrice tocca il piano delle basi 
dei cilindri. Tutti cotali punti di contatto sono punti o- 
mologbi : ed a partire da questi , tutti i punti delle cir- 
conferenze generatrici corrispondenti ad archi di uguale 
lunghezza angolare sono omologhi. Del pari per ciascuna 
serie di punti omologhi adunque s’intendano condotte le 


(*) Per una generale classificazione di 
tntte le superficie anulari , di tutte quelle 
generate cioè da circonferenze di circolo, 
veggasi il ProUgomeno alle mie Ricerche 


Analitiche sulle superficie anulari. E se- 
condo la classificazione quivi fatta, la su- 
perficie di che fi tratta è di quelle di 
seconda classe. 
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tangenti alle circonferenze generatrici. Tutte cotali tangenti, 
infinite di numero , per quante sono le circonferenze ge- 
neratrici, costituiscono una superfìcie rigata : ed a ciascuna 
serie di punti omologhi suddetti , corrisponderà una super- 
fìcie rigata individuata. G poiché tutte le loro generatrici 
toccano la superficie; tutte colali superficie rigate la toc- 
cheranno del pari. E ne saranno linee di contatto quelle 
costituite dai punti omologhi delle infinite circonferenze ge- 
neratrici , corrispondenti ad archi di uguale lunghezza an- 
golare a cominciare dai detto loro punto di contatto col 
piano delle basi dei cilindri. 

La superficie adunque può aversi come inviluppo di 
cotali superficie rigate ; e la linea di contatto di ciascuna 
di esse colla superfìcie è la caratteristica dell’inviluppo. 
Conciosiaco sicché nel limite le curve di contatto di due 
superficie rigate inviluppale consecutive , colla superficie , 
si confondono colla intersezione di esse superficie rigate 
consecutive. 

La superficie dunque può aversi eziandio come gene- 
rata dalla della curva dei punti omologhi delle circonfe- 
renze generatrici. Le due curve di contatto della superfi- 
cie col cilindro minore , e col piano delle basi dei cilin- 
dri sono caratteristiche particolari della superficie , ossia 
curve generatrici di questa seconda generazione ; ed il ci- 
lindro minore , ed il piano delle basi dei cilindri sono 
trasformazioni della superficie rigala inviluppata , nelle sue 
posizioni corrispondenti a cotali due caratteristiche. 
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PROPOSIZIONE QUARTA. 

Dato i determinanti della superficie, ed un punto sul 
piano orizzontale di projezione : riconoscere se quel 
punto è projezione di un punto della curva dei cen- 
tri ; ed essendolo determinare il corrispondente punto 
in projezione verticale. 

tav. i. 4 i. Pel punto dcterminatore (29) conduco un piano 
normale alla retta direttrice (28) ; e scelgo un tal piano 
per piano orizzontale. 

42. Sia (A, p r) la retta direttrice, D il punto determi- 
natore , le rette M ed N in lunghezza i parametri. E sia 
P un punto dato sul piano orizzontale di proiezione. 

Si domanda 

1.“ Se il punto P è projezione di un punto della 
curva dei centri. 

2. 0 Essendo P la projezione orizzontale di un punto 
della curva dei centri , determinare il punto corrispondente 
in projezione verticale. 

43 . Pei punti D , li conduco la retta DR , e da R 
verso E taglio la parte RC eguale alla differenza dei pa- 
rametri. 

Se il punto dato P dista dal punto C pel parametro 
maggiore M, il punto P può essere projezione orizzontale 
di un punto della curva de’ centri : se no non può esserlo. 

Perciocché la curva dei centri giace tutta su di un 
cilindro retto (io) che ha i lati paralleli alla retta direttrice, 
e per base una circonferenza di circolo di centro C e di 
raggio uguale al parametro maggiore M. 
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44- Sia dunque P projezionc orizzontale di un punto 
della curva dei centri. 

Pel punto P innalzo la indennità Pp perpendicolare 
alla linea di terra J'JK' , pei punti R e P conduco la retta 
RP, e da R verso P prendo RF uguale al parametro mi- 
nore N , e col centro * intersezione della Pp colla YY ' , 
e raggio uguale PF, parte della RP, intercetta tra il punto 
determinato F ed il punto dato P, descrivo il semicircolo 
pfp 1 - I punti p, p' intersezione del semicircolo p'fp colla 
Pp sono i punti in projezione verticale corrispondenti al 
punto P in projezione orizzontale. — Il primo appartiene 
alla curva dei centri della superfìcie supcriore ( 21 ) al 
piano YY , il secondo alla curva dei centri della su- 
perfìcie sottoposta al piano Y'Y. 

Per costruzione è m» uguale a PF. Ma F è sulla 
circonferenza di centro R c raggio il parametro minore iV. 
Dunque il punto p è alto sul piano Y'Y per la distanza 
dei punti F , P , li quali sono projezioni dei lati dei due 
cilindri aventi per direttrici circonferenze descritte coi cen- 
tri R, C e coi raggi JV, ed M, e per generatrici rette 
parallele alla retta direttrice ( R , p r) della superficie. 

Dunque il punto ( P , p) è punto della curva dei cen- 
tri della superfìcie superiore al piano Y'Y. 

E similmente il punto ( P,p ') è punto della curva 
dei centri dell’altra superficie ad essa simmetrica, inferiore 
al piano Y'Y. 
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PROPOSIZIONE QUINTA. 

Dato i determinanti della superficie , ed un punto sul 
piano verticale di projezione : riconoscere se quel 
punto può essere projezione verticale di un punto della 
curva dei centri ; ed essendolo determinare il cor- 
rispondente in projezione orizzontale. 

tav. ii. 45 . Pel punto determinatore (29) conduco un piano 
normale alla retta direttrice (28) della superficie ; ed as- 
sumo un tal piano per piano orizzontale di projezione. 

Sia (R, pr) la retta direttrice della superficie, D il 
punto determinatore, M , N i parametri delle superficie , 
p il punto dato. 

Si domanda 

1. ® Se il punto /) è un punto della projezione ver- 
ticale della curva dei centri. 

2. ° Essendo p un punto della projezione verticale 
della curva dei centri , il punto corrispondente in proje- 
zione orizzontale. 

46 - Col punto lì come centro , e col raggio uguale 
il parametro minore TV descrivo la circonferenza di circolo 
ABFG. Dal punto dato p calo la perpendicolare pr alla 
linea di terra Y'Y, col centro r ed il raggio rp descrivo 
il semicircolo , dai punti 9 , 9 ' di sua intersezione colla 
retta Y'Y, tiro le <?/?, 9Z?' perpendicolari alla Y'Y. 

Se una di tali rette , od entrambe incontrano la cir- 
conferenza ABFG , il punto dato p è punto della prelezio- 
ne verticale della curva dei centri. 

Sia dunque p un punto della projezione verticale della 
curva dei centri. 
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47 . Per determinare in projezione orizzontale il punto 
corrispondente al punto p , pei punti D, R , conduco la retta 
indefinita DRE , e da A Terso E taglio la RC eguale alla 
differenza dei parametri M , TV, e col centro C e raggio 
il parametro maggiore descrivo la circonferenza AQPEA. 
Dal dato punto p abbasso indefinitamente la pP perpendi- 
colare alla Y'Y. Uno dei punti P , Q , ove la Pp è ta- 
gliata dalla circonferenza AQPA descritta, sarà la projezione 
orizzontale della curva dei centri corrispondente al punto p. 

E per determinare quale di tali punti è il richiesto 
coi centri P e col raggio uguale a *•/>, ossia , ov- 
vero Pf, Qf descrivo due circonferenze. Il punto P che 
è centro della circonferenza che tocca 1’ altra ABFGA de- 
scritta col centro fi, e col raggio uguale al parametro 
minore TV , è il punto domandato : projezione orizzontale 
di quel punto della curva dei centri che ha per projezio- 
ne verticale il punto dato p. 

48. Sia P il punto d’intersezione della retta pP colla 
circonferenza AQPEA il quale è centro della circonferenza 
di raggio «p , la quale tocca l’altra circonferenza ABFGA. 
Se si conduca la PR , la porzione PF di una tal retta , 
intercetta tra le circonferenze. ABFG , AQPE sarà pari 
all’ altezza del centro (P, p) della circonferenza generatrice 
della superficie , il di cui piano è projetlato in PR. Per 
P s’intenda condotta la PH parellela alla Y'Y , e tagliato 
sopra PII la Pf uguale a PF. Essendo il circolo di cen- 
tro P e di raggio PF tangente alla circonferenza ABFGA ; 
se per f si conduca la /? perpendicolare a Pf, la ff taglie- 
rà la circonferenza ABFG. Ma PF è uguale a «p : dun- 
que se una delle rette ?fi , fB' condotte pei punti ? , 
e f intersezione del circolo di centro * e di raggio *p colla 
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linea di terra Y'Y, taglia la circonferenza ABFG , il dato 
punto p è proiezione verticale di un punto della curva 
dei centri. 

Essendo p projezione verticale di un punto 'della cur- 
va dei centri , è chiaro dovere essere P la projezione o- 
rizzontale del punto della curva dei centri avente per sua 
projezione verticale il punto p ; perciocché è dimostrato (i i) 
essere la curva dei centri su di un cilindro retto avente la 
circonferenza AQPEA per base o direttrice, e le genera- 
trici parallele alla retta (H, pr). 

SCOLIO 

Dalle due proposizioni precedenti emerge facilissima la 
costruzione della curva dei centri. 
tav. in. 49- E poiché la superfìcie è simmetrica ( 16 ) intorno il 
piano diametrale , che è un piano condotto pel punto delcr- 
mi Datore , e per la retta direttrice ; per avere una più ele- 
gante forma nella rappresentazione della curva per le sue 
projezioni ; ritenendo il medesimo piano orizzontale delle 
due proposizioni precedenti (45), assumo per piano vertica- 
le di projezione un piano perpendicolare non solo al piano 
orizzontale , ma ancora al piano diametrale. La intersezione 
di questo piano col piano verticale di projezione sarà un’ 
asse della projezione verticale della curva dei centri , la 
quale projezione sarà simmetrica intorno a quell’ asse. 

5o. Sia D il punto determinalore , R la projezione 
orizzontale della direttrice , 31 , IV i parametri maggiore 
e minore della superficie. 

Pei punti D ed R conduco la retta DRG : c DG la 
projezione orizzontale del piano diametrale. Conduco la Y Y 
perpendicolare alla DG : è Y'Y la linea di terra. 
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Da R verso G sopra DG taglio la RC uguale alla diffe- 
renza del parametro maggiore M sul minore TV, e col 
centro C ed il raggio uguale M descrivo la circonferenza 
ATGTA : è questa la projezione orizzontale della curva dei 
centri. Per costruirne la projezione verticale col centro R 
e raggio il parametro minore TV descrivo la circonferenza 
AF“'BEA, la divido in un pari numero di parti uguali, 
AF , FF‘ , F’P', F"F "' , . . . , pei punti di divisione 
conduco i suoi raggi RA, RF , RF', RF", RF" 1 , che pro- 
lungo sino ad incontrare la projezione orizzontale ATGA 
della curva. Pei punti d’ incontro elevo le perpendicolari 
Af , Pp, Pp' , P"p" , P"p "‘ , . •• - all’ PF. Su tali 
perpendicolari saranno i punti della projezione verticale 
corrispondenti ai punti A, F, F‘, P ' , . . . della proje- 
zione orizzontale; e ciascuno distante dalla Y'Y per le 
parti PF , P'P , P'F" , ... dei raggi prolungati , in- 
tercette tra le circonferenze AF"'BEA, ATGVA , e che 
passano 'rispettivamente pei punti P, P, P' , . . . Prendo 
dunque sulle rette Pp , Pp' , P'p" , ... le parti *p , 
> *"?" > • ■ - rispettivamente eguali alle FP , F'P, 
F"P ' , ... ; e sono p , p ' , p " , p‘" , . . . punti della 
curva. 

5i. Essendo per costruzione RC uguale alla differenza 
delti parametri M ed TV , RA uguale al parametro minore, 
e CA uguale al maggiore, le due circonferenze si toccano 
per di dentro nel punto A della DG. Dunque il punto 
della projezione verticale corrispondente al punto G della 
circonferenza ATGT'A, che è sulla DG diametralmente 
opposto al punto di contatto A, ha la massima elevazione 
sulla retta Y'Y, ed i punti contigui hanno minore eleva- 
zione. Dunque la projezione verticale della curva dei centri 
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ha un’ordinata massima uguale a BG. Dunque a partire 
dal punto f si tagli la f>r uguale alla BG, e per r si 
conduca una retta parallela all’ Y'Y, una tal retta sarà 
tangente della curva , la quale sarà tutta al disotto di essa. 
Ed in oltre la curva al punto r rivolgerà concavità all’ Y'Y. 

Per la medesima ragione il punto della projezione 
verticale della curva , corrispondente al punto A della cir- 
conferenza ATGT’A che è sulla DG al punto di con- 
tatto delle due circonferenze AF"F ly BA, ATGT'A, avrà 
la minima elevazione sulla Y'Y : e sarà il punto p : ed 
i punti contigui saranno egualmente elevali sulla retta me- 
desima Y'Y. Dunque la curva projezione verticale della 
curva dei) centri toccherà la retta Y'Y al punto f , ed avrà 
tutti i suoi punti al di sopra di essa. Ed iu oltre nel pun- 
to e rivolgerà convessità alla Y'Y. 

Conduco le rette Ti, Ti tangenti alla circonferenza 
ATGT'A , e perpendicolari alla Y'Y. Tali rette sono 
proiezioni di due piani tangenti al cilindro projettato in 
ATGTA. Ma la curva dei centri è intorno ad un tal 
cilindro. Dunque le rette Tt , Ti , saranno tangenti alla 
projezione verticale della curva, ed ai punti corrispondenti 
ai punti di contatto T , T delle rette Tt , Ti colla cir- 
conferenza ATGTA. Ma tali punti di contatto sono i 
più lontani dalla retta DG ; ed i punti contigui ne sono 
meno lontani. Dunque la projezione verticale della curva 
dei centri , ai suoi punti di contatto colle rette Tt, Ti, 
volge convessità a tali rette ; ed è tra esse compresa. 

Il rettangolo tt'H adunque sarà circoscritto alla cur- 
va projezione verticale della curva dei centri. 

Per determinare i punti di contatto delle Tt, Ti colla 
projezione verticale della curva dei centri, dai punti, T, T 
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di contatto di esse colla circonferenza ATGTA al punto 
R conduco le rette , RT , RT ; e dai punti t, t' , ver- 
so /, t taglio le t» , t'*' uguali alla parte , o TV del- 
le TR, TR intercette tra le due circonferenze AP V BEA , 
ATGTA. I punti », ■' sono i punti di contatto delle 77, 
7Y colla projezione verticale della curva dei centri ; e sa- 
ranno corrispondenti all’ordinata massima sull’ asse (49)? r. 

Costruita la curva nel modo suddetto prende la forma 
rappresentata nei disegno. 

5a. Le rette YY, ti sono projezioni di due piani oriz- 
zontali che toccheranno la curva dei centri nello spazio nei 
punti (A, e), (G, r). Se dunque la curva dei centri si pro- 
jetti su qualunque altro piano perpendicolare all’assunto pia- 
no orizzontale di projezione, la sua projezione sul nuovo pia- 
no, toccherà le rette intersezioni di esso coi piani ti, FY; e 
toccherà del pari due rette perpendicolari alla linea di terra 
del nuovo piano verticale di projezione , e tangenti alla cir- 
conferenza ATGTA. I punti di contatto colie due prime 
rette staranno sempre, l’uno sulla intersezione della linea 
di terra colla retta ad essa perpendicolare calata da A , 
1’ altra sulla intersezione della retta condotta parai diamente 
alla linea di terra ed alta da essa per pr, colla perpen- 
dicolare ad essa, elevata da G ; e gli altri due punti sur esse 
rette tangenti alla circonferenza ATGTA , e tanto elevali 
sulla linea di terra , per quanto la parie dei raggi con- 
dotti dal punto R ai punti di contatto della circonferenza 
ATGTA con esse rette, intereette tra questa circonferenza 
e l’ altra AF"'BEA. Ma cotali quattro punti di contatto po- 
tranno trasformarsi in punti limiti o di regresso della projo- 
rione della curva : e ciò ha luogo quando due dei detti quat- 
tro punii di contatto coincidano; il qual caso si verifica, 
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quando il nuovo piano di projezione è parallelo al piano 
diametrale Dr. 

Per costruire questa terza projezione della curva , per 
Y conduco la retta X'Y'X parallela alla rD ; e prendo 
la XX per linea di terra. Dal punto IT, intersezione delle 
due linee di (erra sulla Y'Y , prendo le parti Y' o, Y't, 
Yz, I”3, I”4) F 6 , Y 7 , uguali rispettivamente alle 

elevazioni *p, *y, *"//', vrpir . . . pr, dalla linea 

di terra Y'Y dei determinati punti della projezione della 
curva. Dai punti o, i, 2 , 5, 4i 5, 6 , 7 , tiro delle rette 
parallele all’ Y'X-, e delle rette parallele alla YY tiro pei 
punti A , P, P, P", P", P‘ r . . . . G della circonferenza 
ATGPA, corrispondenti ai determinati punti p, />, p 1 , p". 
p"‘. . . . r della projezione verticale della curva. Le inter- 
sezioni a due a due delle dette parallele menate per punti 
di ugual sede danno i punti a, p,p t , p „ , p w , p , r , />„ 
p„ , g della nuova projezione della curva dei centri sul 
piano di projezione parallelo al piano diametrale. 

In questo caso le due rette intersezioni dei due pia- 
ni Y'Y, ti, col novello piano di projezioni sono le gt, , 
YX ; e le due rette At, , Gg sono le due perpendicolari 
alla novella linea di terra Y'X, e tangenti ad un tempo 
alla circonferenza ATGTA. Le quattro rette Y'X , at l , 
tg, gy limitano la projezione della curva, ma non però 
la toccano. Se si consideri che il punto g è punto corna- 
ne alle due rette tg , Gg, ed alto sopra YX per pr, si 
vede che quivi ha luogo la coincidenza di duo dei quat- 
tro punti di contatto : e si vede similmente che al punto a 
ha luogo 1’ altra coincidenza. E questo è il caso detto di 
sopra : e di fatto i punti g, a, sono punti di arresto del- 
la curva., 
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Se si sviluppi il semicilindro ATG , sul piano ad 
esso tangente Tt, e si costruisca la semicurva dei centri 
trasformata sullo sviluppo del cilindro, si renderà palese il 
carattere tangenziale della curva coi piani limiti XX, gt, . 

Per costruire la delta trasformata sullo sviluppo del 
cilindro, pel punto T’inalzo Tt, perpendicolare alla XX , 
ed al di sotto della Tt , , sulle rette parallele alla X'X , 
a partire da essa T r ,, taglio le k>*tr, 3,j,„ , z,s„, m., 
QS rispettivamente uguali alla lunghezza delli archi TP 1 ', 
TP", TP', TP, TP, TA ; ed al di sopra della mede- 
sima Tt,, su le altre rette parallele alla X'X, a partire 
da T, le 5*,, 6 7 ,»r„ uguali agli archi TP', TP' 1 , 
TG. I punti S, tt, tm, ... . t rn , sono punti della 
detta trasformata della curva , la quale prende la forma 
delineata con puntini nel disegno, e si manifesta tangente 
alle due rette limiti t>» r „, X'X. 
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PROPOSIZIONE SESTA. 

Dato i determinanti della superficie , ed un punto sul 
piano orizzontale di proiezione ; riconoscere se quel 
punto è projezione di un punto della superficie ; ed 
essendolo , determinare il corrispondente punto in pro- 
jezione verticale. 

53. Pel punto dcterminatore intendo eondotto un pia* 
no normale alla retta direttrice ; ed assumo un tal piano 
per piano orizzontale di projezione. 

tat. ìv. Sia D il punto dcterminatore , (/? , ?r) la retta diret- 
trice, le M, TV, in grandezza i due parametri: e sia P 
un punto sul piano orizzontale di projezione. 

1. ° Si domanda se il punto dato P può essere pro- 
jezione di un punto della superficie nello spazio. 

2 . * Essendolo , quale ne sia il corrispondente punto 
jn projezione verticale. 

54. Pel punto dcterminatore D, e pel punto lì proje- 
zione della retta direttrice, conduco la retta indefinita DRV 
c da R verso V taglio la RC uguale alla differenza del 
parametro maggiore M sul minore TV. Pel punto dato P, 
e per P altro R , projezione della direttrice , tiro la RE , 
e sopra una tal retta segno i punti B, F, ove sarebbe 
tagliata dalle circonferenze di centri Re C rispettivamente 
di raggi TV ed M ; e da F verso E taglio la FE uguale 
alla FB. Se il punto dato P sarà tra i punti B ed E , 
sarà projezione orizzontale di un punto della superficie 
nello spazio. E qui due casi possono darsi ; o che il pun- 
to P è tra i punti F ed E t 0 che in vece stia tra i punti 
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F e B , come sarebbe P : nel primo caso sarà uopo com- 
pire tutte le operazioni , nel secondo caso si farà a me- 
no di tagliare la FE uguale alla BF. 

Stia dunque il punto dato P tra li due punti B ed E 
determinati come bo detto. Un tal punto sarà proiezione 
orizzontale di ud punto della superficie. Di fatto essendo 
per costruzione il punto F projezione di un punto della 
curva dei centri, perciocché è sulla circonferenza di centro 
C e di raggio il parametro maggiore M (43) ; ed essendo 
B projezione del punto di contatto detta superfìcie col ci- 
lindro minore che ne guida la generazione , perciò eh’ è 
sulla circonferenza di centro R c di raggio il parametro mi- 
nore iV(ao) ; è FB il raggio della individuata circonferenza 
generatrice delta superfìcie , la quale giace sul piano pro- 
gettato in RE: e quindi la porzione BE della RE è la 
projezione orizzontale di essa individuata circonferenza ge- 
neratrice. Ed il punto dato P trovandosi appunto sur una 
tale porzione BE di retta , può essere projezione orizzon- 
tale di un punto nello spazio della individuata circonfe- 
renza generatrice medesima ; tuli’ i punti della quale , es- 
sendo punii della superficie , potrà il punto dato P essere 
projezione orizzontale di un punto della superficie. 

59. Sia dunque P projezione orizzontale di un punto 
della superfìcie: e vogliasene determinare il corrispondente 
in projezione verticale. 

Dal punto F tiro la Ff perpendicolare alla linea di 
terra Y'Y, e su di essa Ff segno il punto f alto sulla 
Y'Y per ff uguale alla FB; e col centro / ed il rag- 
gio ff descrivo la circonferenza ?*'*. Dal medesimo punto 
F tiro la FQ parallela alla Y'Y , ed a partire da F ta- 
glio la FQ uguale alla FP ; e per Q innalzo la Q* 

7 
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perpendicolare alla Y'Y. Pei punti *, ** d’intersezione della 
Qit colla circonferenza $»'*$ conduco le orizzontali pr ,/>V; 
e pel punto dato P innalzo la verticale Pp. I punti p, pf 
d’ intersezione della verticale Pp colle orizzontali «p . *'/>' 
sono le projezioni verticali di quei punti della superficie 
dei quali il punto dato P è la projezione orizzontale. 

Di fatto sicno p,p' projezioni verticali di quei punti 
della superfìcie, dei quali P è projezione orizzontale. Essi 
staranno sulla individuata circonferenza generatrice della 
superficie , di cui è BE la projezione orizzontale , ed F 
quella del suo centro, ilota il cerchio di una tale indivi- 
duata cinconferenza inforno al suo diametro projeltato in 
F, e per tanto da situarsi parallelo al piano verticale di 
projezione : la sua projezione orizzontale , dopo una tal 
rotazione starà sulla FQ , e la sua projezione verticale , 
dopo la rotazione medesima sarà (44) la circonferenza : 
e durante la rotazione medesima il punto P percorrerà 
l’ arco PQ , ed i suoi corrispondenti p , p le orizzontali 
pie , pV. Onde sul piano orizzontale il punto Q, e sul pia- 
no verticale i punti * , saranno le projezioni dei punti 
(P, p) , (P, p) che sono projellati in P ed appartengono 
alla circonferenza projeltata in BE , dopo la detta rota- 
zione del circolo sulla di cui circonferenza essi sono . Dun- 
que i punti p , p sono in projezione verticale i punti cor- 
rispondenti a quei punti della superficie , li quali sono 
orizzontalmente projeltati nel dato punto P. 
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LEMMA. 

Dato i determinatili della superficie , ed un piano paral- 
lelo alla retta direttrice : costruire la curva d'inter- 
sezione della superficie col piano. 

56. Pel punto delerminatore intendo condotto un piano 
perpendicolare alla direttrice , ed assumo un tal piano per 
piano orizzontale di projezione : il dato piano secante sarà 
normale al piano orizzontale di projezione. Il piano verti- 
cale di projezione risultando parallelo alla direttrice, l’as- 
sumo in oltre normale al piano secante : sarà questo nor- 
male alla linea di terra. 

Sia dunque D il punto delerminatore, (/?, f) la retta tìv. v. 
direttrice , le rette M , N in grandezza i parametri , e sia 
ph! il piano secante. 

Si voglia costruire la intersezione della superficie di 
parametri M ed TV , di punto delerminatore D , e direttrice 
{R , ?r) col piano dato ph'. 

57. Pei punti D , R tiro la indefinita DF ; e da R verso 
V taglio la RC uguale alla differenza del parametro mag- 
giore M sul minore TV. Coi centri R c C, e coi raggi ri- 
spettivamente uguali al parametro minore TV ed al mag- 
giore M descrivo le circonferenze AkH,LA , Ab'BA. Dal 
punto R tiro la RII' per modo che risulti RI? uguale a 
B’H' ; e pel medesimo punto R e pel punto II' intersezione 
della Ah,KLA colla ph', la RB,. Fra tali due rette RII, 

RB, tiro per R un numero arbitrario di raggi ; sia RB 
uno di questi. Pel suo punto d’ intersezione B colla circon- 
ferenza maggiore Ab'B,BA elevo la perpendicolare BG alla 
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RB ; su di essa a partire da B taglio la BG ugnale a BF, 
e col centro G e raggio GB descrivo la circonferenza 
BDILB, e pel punto d’intersezione H del raggio RB colla 
ph! tiro le due rette HI, SS, perpendicolari , la prima alla 
BR , e la seconda alla h'p. La HI essendo parallela alla 
BG, incontrerà la circonferenza BDII.B di centro G : ed 
i punti 1,1, ne sono i punti d' incontro. Sulla US prendo 
le parti US, US, rispettivamente uguali alle HI, HI,. So- 
no S, S, punti della curva d’ intersezione della superficie 
col piano pii, costrutta sul piano orizzontale di projezione. 

Di fatto il raggio RB è projezione di un piano, che 
taglia il piano dato ph' secondo una retta, e la data super- 
ficie secondo una individuata delle sue circonferenze gene- 
ratrici ( 10 , 1 8 ) ; e se il piano RB s’ intenda che roti intorno 
alla traccia BR sino a mettersi sul piano orizzontale di pro- 
iezione ; essendo quivi giunto , il centro della individuata 
generatrice che è sul piano RB si troverà in G , punto 
distante dalla RB per BF , e giacente sulla BG perpen- 
dicolare a BR ; e la retta intersezione del piano RB col- 
l’altro ph! si troverà nella indefinita /f/ perpendicolare alla 
traccia RB. E poiché il piano ph! e 1’ altro RB tagliano 
la superficie , la retta di loro intersezione debbe incontrar- 
la ; ed in punti che sono nella intersezione, di ciascuno di 
essi piani colla superficie. Ma il piano RB taglia la su- 
perficie secondo una delle circonferenze generatrici ; dun- 
que i punti d’ incontro della detta retta ( intersezione dei 
piani RB, ph! ) con tale generatrice ; sono ad un tempo 
punti d’ intersezione del piano ph! colla superficie. Ma la 
generatrice sul piano RB, dopo la detta sua rotazione , è 
la circonferenza BDILB , e la intersezione dei due piani 
RB, ph! è allora la retta HI. Dunque i punti /,/« d’ in- 
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lersezione di essa reità , colla circonferenza BDIIB , corri- 
spondono a punii d’intersezione del piano ph! colla super- 
ficie. Dunque due punii precettati io II ed alti sul piano 
orizzontale di projezione, l’uno per HI, e l’altro per HI,, 
sono punti d’ intersezione della superficie data , col dato 
piano secante pU. Roti ora il dato piano phl intorno alla 
sua traccia orizzontale p,h, ; e si ponga sul piano orizzon- 
tale di projezione. I detti due punti d’ intersezione precet- 
tati in H si troveranno, dopo la rotazione del piano se- 
cante ph!, sulla perpendicolare US ad h!p,, eretta per //, 
e distanti dal punto H, l’uno per US uguale ad III, e 
l’altra per HSi uguale ad HI,. Dunque i costrutti punti 
S, S, sono punti della curva d’ intersezione del piano dato 
ph 1 colla superficie , e costrutta sul piano orizzontale di pro- 
iezione. 

E come ho operato rispetto al raggio RB, cosi ope- 
rando rispetto a tutti gli altri raggi condotti per R tra li 
due RB', RB,, costruisco i diversi punti della dimandala 
intersezione. La quale cosi costruita è la LS,L , *‘*SL. 

58. La costruzione di tutti i punti della curva della in- 
tersezione di che si tratta dipende dall’ incontro di una retta 
HI perpendicolare al raggio RB, colla circonferenza di cen- 
tro G e raggio uguale BF. Tra le rette, come la HI, ve ne 
sono di quelle tanto distanti dall’ altre , come la BG, per 
quanto è il raggio BG. E colali rette sono le HI, ItV ; 
perciocché B,G‘ è uguale a B,H, e pel punto Ih è eretta la 
HJ ; ed è B'G' uguale BK, e per costruzione si è tirato in 
modo il raggio RB che è KB' uguale a Blf . Però le rette 
HI, Iti' non tagliano le rispettive circonferenze B.DJB, , 
BtDB , ma le toccano nei punti l, t. Dunque per ciascuno 
dei piani RB,, RB, vi corrisponde un sol punto, in vece 
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che oorrispondcrvcne due , come li S , S, in riguardo al pia- 
no RB : cioè ; al piano RB, corrisponde il punto L , ed 
all’altro piano RIf corrisponde l’altro L' e le rette H,L, 
Il'L' toccano la curva «SLS ,AVir nei punti L,L‘, e la 
limitano nel senso p,h‘. 

Egli è perciò che ho detto (57) tirare i diversi raggi, 
come RB, tra i due RB , , RB ' 1 che passano pei punti II', 
H, della traccia del piano ; li quali punti sono in sostanza 
la intersezione della traccia p,hl del dato piano coi limiti 
della projczionc orizzontale della superfìcie. 

59. La traccia p,h' del piano secante taglia di nuovo 
le due circonferenze di centro R,C e di raggio i parametri 
minori TV e maggiore M al disotto del centro R. Dal punto 
R dunque tiro i raggi Rh , , Rh! , dei quali il primo passi 
per la intersezione h, della traccia pM colla circonferenza 
di raggio il parametro minore TV, e la seconda pel punto 
A' tale che la parte h'b" della Rh' sia uguale alla b'k. E 
tra cosiffatti due raggi tirando una serie di altri raggi pel 
punto R , ed operando per ciascuno , come per la RB, si 
avrà un altro ramo della curva d’ intersezione del piano 
pii' colla superficie. 


COROLLARIO 

60. Si supponga che il piano secante pb! camini paral- 
lelamente a se stesso nel senso Y'Y . La parte H,h, della 
sua traccia p,h' anderà diminuendo in lunghezza, cd i punti 
*r n h, si onderanno avvicinando : e ad un tempo i punti H, , 
H', cd A, , A' si onderanno allontanando. Movendosi dun- 
que in siffatta guisa il piano , i due rami della curva si 
anderanno avvicinando tra loro , e ciascuno allungando. 
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Quando la pti tocca la circonferenza AhJfRA i due ra- 
mi si uniranno per ria di un nodo nel punto corrispon- 
dente al punto di contatto. Quando la pti taglierà la sola 
circonferenza maggiore , il nodo si scioglierà e la curva di 
intersezione avrà un sol ramo. 

Se il piano pti si muove in senso opposto, le mede- 
sime circostanze avran luogo ; se non ebe , passando la sua 
traccia pti pel punto A di contatto delle due circonferen- 
ze di centro R, e C, e di raggio TV ed . 17 , uno dei due 
rami dellafcurva si ridurrà in un punto. 

61. La curva di che si tratta dunque avrà o due rami 
chiusi e staccati ; od un ramo chiuso , con un punto iso- 
lato ; od un ramo chiuso ed annodalo ; od un sol ramo 
chiuso e senza nodo. 

PROPOSIZIONE SETTIMA 

Dati i determinanti della superficie ed un punto sul pia- 
no verticale di projezione ; riconoscere se quel punto 
à projezione di un punto della superjicie ; ed essen- 
dolo , determinare il corrispondente punto in projezione 
orizzontale. 

62. Assumo per piano orizzontale di projezione un pia- tav. v. 
no pel punto delerminatorc perpendicolare alla retta direttri- 
ce. E sia D il punto dctcrminatore, (R, ?<•) la retta direttri- 
ce, le rette M , TV, in grandezza i parametri maggiore e 
minore ; e sia p il punto dato in projezione verticale. 

Si domanda: 

i.* Se il punto p dato in projezione verticale, può es- 
sere la projezione verticale di un punto della superficie. 
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2.* Essendo ii punto dato p proiezione verticale di un 
punto della superficie, il corrispondente punto in prelezione 
orizzontale. 

63 . Pel punto dato p conduco la verticale ph! alla 
linea di terra Y'Y. Considero ph! come traccia di un pia- 
no perpendicolare alla linea di terra Y'Y ; e costruisco (57) 
sul piano orizzontale di proiezione la intersezione *SLS, 
LW« di questo piano ph! colla superficie. Dal punto d’ in- 
tersezione p, della p’h! colla Y'Y , verso Y' , taglio la p,*, 
uguale alla pp\ e per *■, tiro la parallela alla/>A'. Se 
la *■,*■ taglia la costrutta curva d’intersezione del piano ph! 
colla superficie , il punto p può essere proiezione verticale 
di un punto della superficie. 

Perciocché per essere il punto p proiezione verticale 
di un punto della superficie , la retta proiettante il punto 
p debbe procedere da un punto della superficie; ma essa 
retta proiettante giace sul piano ph'] dunque il punto della 
superficie dal quale essa procede debbe ad un tempo es- 
sere sul piano ph! ; dunque debb’ essere un punto della in- 
tersezione del piano ph' colla superficie : epperò se il piano 
ph' rota intorno la sua traccia orizzontale di prelezione , 
trascinando seco la curva di sua intersezione colla superfi- 
cie e la retta proiettante il punto p, che giace sur esso ; 
questa continuerà a procedere da essa curva per tutta la 
rotazione del piano ph!\ e cosi quando sarà giunto sul piano 
orizzontale di proiezione. Ma durante la rotazione del piano 
ph ! , il piede della retta proiettante il punto p sul piano 
verticale di projezionc, genera il quadrante p«, di centro p, 
e di raggio pp ; onde quando il piano pii sarà giunto sul 
piano orizzontale di proiezione essa troverassi in *•,*. Dun- 
que perchè il punto p sia proiezione verticale di un punto 
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della superficie , la reità *,*• debbe procedere da un punto 
della curva rSLS,L'« ; ossia prolungata debbe incontrarla. 

64- Sia dunque p la proiezione verticale di un punto 
della superficie : vogliasi il corrispondente punto in prele- 
zione orizzontale. 

Pel punto p conduco la verlicole ph' ; e consideran- 
dola come prelezione di un piano, costruisco sul piano oriz- 
zontale di projezionc ( 37 ) la intersezione vSLS/L'x 1 di un tal 
piano colla superficie. Da p, verso Y‘ taglio la p<r, uguale 
alla pp : per x, tiro la *•,*■ parallela alla pii ; c pei punti 
x di suo incoulro colla curva xSLSL'r' conduco le 
*P,k'P parallele alla YY . I punti d’incontro P,P delle 
»/*, *'P colla ph , sono i punti domandati : punti di pro- 
jezione orizzontale di quei punti della superficie, dei quali 
il punto dato p è projezione verticale. 

Di fatti ho dimostrato di sopra che per essere/) pro- 
jezione verticale di un punto della superficie , la retta 
debbe procedere dalla curva w SLS,L'n '*■ , ossia incontrar- 
la ; c che la retta «y* è la medesima retta precettante il 
punto p, quando , per la rotazione del piano ph intorno 
alla sua traccia ph, insieme colla curva «SLS.L'*' * sa- 
ranno giunte sul piano orizzontale di projezione. Per la qual 
cosa essendo i punti *,«' quelli della curva SLSiL'S dai 
quali procede la »x, ; i punti P, P, projezioni dei punti 
e, e' sulla traccia pA' del piano che rota , saranno le proje- 
zioni di essi medesimi punti e, «' sul piano orizzontale di pro- 
jezione, quando il piano rotato ritorna nella sua primiera po- 
sizione nella quale è precettato in p,K . Ed è però che i punti 
P, P sono le projezioni orizzontali di quelli punti della su- 
perficie dei quali il punto dato p è projezione verticale. 
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COROLLARIO 

65. Al ponto datoja possono corrispondere, per la fatta 
costruzione, da uno sino a quattro punti come li P,P. Per- 
ciocché la retta «-,*• può incontrare la curva d’ intersezione di 
un piano come il pii colla superficie una, due, tre, ed anche 
quattro Tolte ; secondo che la incontri toccandola o taglian- 
dola , e la curva corrisponda all’ uno od all’ altro dei quattro 
casi enumerati ( 6 1 ) nel corollario del Lemma precedente. 
Dunque il punto p può essere projezionc o di uno , o di due , 
o di tre, o di quattro punti della superficie. 

SCOLIO i. 

66. Per le cose fin qui dette è facile costruire la super- 
ficie, dati che ne siano i determinanti. £ ciò si può od assu- 
mendone un punto in projezione orizzontale, od in projezione 
Terticale, e costruendone il corrispondente punto in projezione 
verticale od orizzontale , lo che si fa per le due proposizioni 
precedenti ; oppure costruendo le projezioni di una serie 
delle sue geueratrici. 

Volendo costruirla in quest' ultima maniera ; perciocché 
la superficie ha un piano diametrale , ed è quello che passa 
pel punto delerminatore e per la retta direttrice (i 6, 33) , per 
averne elegante rappresentazione , assumo per piani di pro- 
jezione due piani perpendicolari tra loro ed al piano diame- 
trale, e dei quali l’ orizzontale passi pel punto determinatole. 
tav. vi. Sia D il punto determinatole , R la projezione orizzon- 
tale della retta direttrice, M ed J}f i parametri maggiore 
e minore. 
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Pel punto delerminatore D e pel punto R proiezione 
orizzontale della retta direttrice conduco la indefinita Z>r, e 
pel punto f della Dr la Y'Y ad essa perpendicolare. Sarà 
Y’Y la linea di terra dei piani di projezione: ed il punto 
determinatore D sarà projellato in p . 

67 . Da R verso p taglio la RC uguale all’eccesso del 
parametro maggiore M sul minore TV, e col centro R ed il 
raggio uguale al parametro minore TV descrivo la circon- 
ferenza AB X B„B X A , e col centro C ed il raggio CA u- 
guale al parametro maggiore AI descrivo la circonferenza 
AF,F„F,A. 

Dal centro R tiro una serie di raggi delle descritte cir- 
conferenze , e ciascuno Io prolungo tanto per quant’ è la sua 
parte intercetta tra esse due circonferenze : così taglio la 
F X E, uguale alla F,B,. La curva AE,E x E,E„E f A costituita 
dagli estremi del prolungamento di tutti cotesti raggi , e la 
circonferenza AB,B t B,A sono i limiti della projezione oriz- 
zontale della superficie ; e lo spazio compreso tra esse cur- 
ve la projezione orizzontale della superficie tutta intera: e 
le porzioni di tutti i detti raggi , come le B X E X , B X E , , 
B,E , , B„E „ , comprese tra cosiffatti limili , sono proie- 
zioni orizzontali delle circonferenze generatrici della super- 
ficie (io, 54). I quali raggi per eleganza del disegno gli ho 
condotti pel punto A ed il suo diametralmente opposto B„ 
e per li punti di divisione della circonferenza AB,B,B,A , 
avendone divisa ciascuna metà da A in B „ , in dodici 
parti uguali. 

Dunque la curva AE t E x E x E„E x A , descritta unendo i 
punti estremi E, E,, E,, E x ... E„ di essi raggi prolun- 
gati , rappresenta il limite maggiore della projezione oriz- 
zontale della superficie : la circonferenza AB X B„B X A ne 
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rappresenta il minore : e le rette terminate BE, B,E , , 
B,E, , B,E , ... B s E t ... B„E„ altrettante projezioni orizzon- 
tali di una serie di generatrici della superficie. 

68. Dei punti di ciascuna di queste projezioni orizzon- 
tali delle generatrici della superficie, determinando (per le 
coso dette (55) nella penultima proposizione) i corrispondenti 
punti in projezionc verticale , si otterrà la corrispondente 
projezione verticale di quella individuata generatrice della 
superfìcie , della quale la retta su cui que’ punti sono è 
projezione orizzontale. Ma se si consideri clic le generatrici 
projetlalc nelle retto BE, B.E B.E, , B,E,.... B,E, ... 
B„E„ sono delle circonferenze di circolo aventi i centri 
projellali nella circonferenza AF,F„F,A ed i raggi rispet- 
tivamente uguali alla metà di esse rette BE, B.E , ... B,E,.. 
B,.E„ , è chiaro che la projezione verticale di ciascuna di 
esse, per esempio di quella projeltala in B,E, sarà una 
ellisse di semiasse maggiore uguale alla F,E, e di semi- 
asse minore uguale alla projezione di essa F,E, sulla linea 
di terra , cioè uguale a fi,e che il centro di essa ellisse 
sarà sulla perpendicolare F,f alla linea di terra eretta pel 
punto F,, ed alto sulla linea stessa di terra per 9 / uguale 
ad F,E, (li) ; sarà cioè in f: ed il suo asse maggiore 
sarà verticale ed il minore orizzontale. Dunque nota la po- 
sizione del centro , e gli assi di grandezza e posizione di 
cotcste ellissi projezioni verticali delle generatrici , costruen- 
dosi coi noti melodi cosiffatte ellissi si costruiranno le pro- 
jezioni verticali delle generatrici della superficie projellata 
orizzoutalmentc in BE, B.E, ... B,E,... B„E„. 

Ma dalle cose delle innanzi può trarsi modo di co- 
struire ciascuna di cosiffatte ellissi per via delle cose già 
segnate nel disegno, ed indipendentemente dagli assi. Così 
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•vogliasi costruire la ellisse projczione verticale di quella 
generatrice, la quale c projettala orizzontalmente in B,E,. 
Dal punto F, eretta la F,f perpendicolare ad Y'Y, taglio 
su di essa 9/ uguale alla F,B,; col centro f e raggio ff 
descrivo la semicirconferenza 979', e la divido in un nu- 
mero uguale di parti uguali: in quattro. Pel punto F, ti- 
ro la indefinita F t Q , e dai punti di divisione 9, /, 7, 
f , della detta semicirconferenza, tiro le verticali f F , , 
tT, gQ, t‘T , fF, ; e sulla F,E, taglio I c FJ, F,I, uguali 
alla F t T , ed F,E„ F,B , uguali ad F,Q. Dai punti di di- 
visione 9, /, 7, ty 9' della semicirconferenza tiro delle rette 
orizzontali , e dai punti B , , /, , F , , /, E, delle rette 
verticali. I punti d’ intersezione 9. 9' della verticale eretta 
per F, colle orizzontali tirate per 9. 9' ; i punti d’ interse- 
zione 1', 1, , »/, delle verticali erette per /, l colle oriz- 
zontali condotte per /, /' ; ed i punti d’ intersezione <?, e t 
delle verticali erette per E , , B, colla orizzontale condotta 
per 7, sono punti della ellisse projczione verticale di quella 
generatrice della superficie clic La la retta B,E, per pro- 
jezionc orizzontale. E però la linea condotta per cotesti 
puoli d’ intersezione sarà la ellisse projczione verticale della 
generatrice della supcriicic, che è orizzontalmente projettala 
iu B,E,. 

Nella stessa maniera costrutte tutte le altre ellissi cor- 
rispondenti alle rette B,E iy B u E t ... B,E, ... B,,E„ la su- 
perficie vien rappresentala come si vede nel disegno. 

69. Una curva che inviluppi supcriormcnto tutte le pro- 
jezioui verticali delle diverse generatrici sarà il limite supe- 
riore della projczione della superficie ; la quale dalla parte di 
sotto avrà per limile la parte 9,9 della linea di terra Y'Y 
compresa tra le due rette F,f, F,*?, ad essa perpendicolari, e 
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tangenti alla circonferenza AF,F„F,A, che è projezione della 
linea dei centri. Il piano E t R condotto per la retta diret- 
trice parallelo al piano verticale di projezione stacca dalla 
superficie quella parte che, essendone anteriore, in proje- 
zione verticale ne nasconde la parte posteriore; onde una 
curva die superiormente tocca tutte le ellissi corrispondenti 
alle diverse rette comprese tra le B 6 E S ed il punto A limi- 
terà superiormente la projezione della parte anteriore della 
superficie, che nasconde parte della posteriore. Le quali tre 
linee limiti ho tracciate nel disegno , e vi ho distinte le 
parti anteriori o visibili dalle posteriori od invisibili. 

scolio 2 . 

70. Fin ora ogni qual volta si è detto generatrice della 
superficie, si è tacitamente supposto parlarsi della circon- 
ferenza generatrice. Ma potendosi avere la superficie come 
inviluppo di una superficie rigata (4o) ; ed aversi però 
come generata dalle caratteristiche dell’ inviluppo , è chiaro 
potersi rappresentare ancora costruendo una serie di co- 
teste novelle sue generatrici , ossia costruendo una serie di 
quelle caratteristiche : e ciò si può fare per via delle co- 
struzioni medesime (68) fatte per descrivere ciascuna delle 
ellissi , come la tanto solo che tutte le semicir- 

conferenze come la si dividano in un egual numero 
di parti uguali, e non altrimenti. Le linee condotte per 
tutti cotesti punti di divisione delle diverse circonferenze , 
analoghi, ossia omologhi a quelli che saranno determinali 
procedendo come nello scolio precedente, saranno le proje- 
zioni di altrettante caratteristiche o generatrici , di questa 
seconda generazione della superficie. Cosi la linea condotta 
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per tutti gli omologhi al punto ? sarà una prima di que- 
ste nuove generatrici ; la linea condotta per tutti i punti 
omologhi al punto »', sarà una seconda di cosiffatte gene- 
ratrici ; la linea condotta per tutti quelli analoghi al punto 
e ne sarà una terza ; e così una quarta quella condotta 
per tutti i punti omologhi al punto I ; una quinta la con- 
dotta per tutti i punti omologhi al punto qf ; e così di se- 
guilo. Onde le costruzioni saranno le medesime che per lo 
scolio precedente ; e la differenza sarà solo nel condurre 
le curve per tutti i detti punti omologhi che apparterreb- 
bero alle diverse ellissi ; in vece che per tutti quelli ap- 
partenenti ad una medesima ellisse. 

Similmente si avranno le projezioni orizzontali di que- 
ste seconde generatrici facendo passare dello curve pei 
punti delle rette BE, B.E , , B,E, ... B,E, ... B„E„ cor- 
rispondenti ai punti in projezione verticale omologhi al 
punto p, omologhi al punto », omologhi al punto e, omo- 
loghi al punto »', omologhi al punto f , e così via di- 
scorrendo. 

71. La superficie così costrutta, cioè costruendo le sue tav vii. 
generatrici, che sono sue caratteristiche, quando si consideri 
inviluppo di una superficie rigata, è rappresentala nella Ta- 
vola settima. Dai punti Z, E conducendo perpendicolari ad 
Y'Y le tangenti alla circonferenza ALFFL’A descritta col 
centro C e col parametro maggiore M come raggio , si 
ha nella parte II della linea di terra, che è intercetta da 
esse tangenti , un limile della projezione verticale della 
superficie : ed una curva Urli che circonda tutte le ge- 
neratrici dal punto l al punto /' , è il limite superiore e 
laterale della projezione verticale della superficie. La curva 
ATEET A , e la circonferenza ABB'A di centro R e di 
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raggio il parametro minore N sono i limiti , come nello 
scolio precedente (67) , della projezione orizzontale della 
superfìcie. 

72. Che se data la projezione orizzontale di un punto 
della superfìcie si voglia costruire la caratteristica che passa 
per quel punto , ecco come procedo. 

Siano i piani di projezione come di sopra (66), siano 
dati i determinanti della superficie , e sia P il punto dato. 
Descrivo in primo le due circonferenze ABB'A , ALFL'A 
col centro R ed il raggio uguale N la prima , col centro 
C ed il raggio uguale M la seconda. Pel punto dato P e 
pel punto R projezione della direttrice , conduco la retta 
PR ; e per le cose dette nella penultima proposizione ( 55 ) 
trovo il punto p in projezione verticale corrispondente al 
dato punto P. Debbo ora determinare un altro punto della 
caratteristica che passa pel punto ( P,p ). Perciò pel centro 
f e pel punto *■ della semicirconferenza fir semigeneratrice 
corrispondente al punto ( P.p) : tiro il raggio indefinito /«•, 
per la projezione R della direttrice tiro un raggio indefi- 
nito BE', pel suo punto d’ incontro P colla circonferenza 
ALFE A elevo la Pf perpendicolare ad Y'Y, ed a partire 
da questa sulla Pf taglio <é'f uguale alla distanza PB' del 
punto d’ incontro P della RE colla circonferenza ALFL'A , 
dall’ altro punto d' incontro della medesima RE coll’ altra 
circonferenza ABB'A‘. in oltre a partire da f sul raggio 
indefinito t[ taglio la parte /*' uguale alla stessa distanza 
FB\ ossia uguale a <tf , dal punto del taglio tiro la 
orizzontale t’o e dal punto 0 , ove la ido incontra la Ff 
tiro la od parallela ad ff : per ultimo dal punto o', ove 
la od incontra la Ff tiro la orizzontale «'*. Saranno le 
rette RE, da i luoghi della projezione orizzontale e della 
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projezione verticale del punto richiesto : la qual cosa dopo 
il fin qui detto stimo superfluo il dimostrare. Per determi- 
nare la posizione delle projezioni del punto su cotesti suoi 
luoghi , sulla RE' a partire da F prendo la parte FP' u- 
guale ad oir 1 , e per P' innalzo la Pp' perpendicolare ad 
YY. P è la projezione orizzontale del punto cercato , e 
p , intersezione della retta Pp colla «'• , è la projezione 
verticale del punto stesso. Onde (P,p) è un’ altro punto 
della caratteristica che passa pel dato punto (Pp) (*)■ 


(*) Circa due anni dopo che ebbi let- tonda classe - e così presi a trattare dì 
ta questa Memori* , presentai *11’ Acca- nuovo , ma coll* analisi , della superficie 
derni* medesima, come applicazione del* che ora qui ho costrutta, 
le generalità da me precedentemente La equazione in quella memoria tra* 
pubblicate, una Memoria analitica su al - vatane è 

cune superficie anulari particolari di se* 

.,_ 2Z (J?— r)x+ V \/x'+y‘ , 

4 . f (R—r)x+\J/t'z‘-j- ( ltt—r)ry‘ — (x’+y*) 

V V**+y* 

E quelle della sua caratteristica , anche qui sopra costrutta , le due 
*•— - 2 (#~ r)x-\-y “*=r {2 /?— r) 

(R—r)x+\/ IPx' +(%H— r)ry* — r sjx‘+y'=z • 

Le quali equazioni sono riferite a tre e nelle quali R è il parametro maggiore, 
assi ortogonali , dei quali 1 ’ asse delle a r il minore. 

è la retta direttrice della superficie, l'asse La equazione generale della famiglia di 
delle x una retta ad essa normale con- anulari , della quale quella qui costrutta 

dotta pel punto deterrainatore , l'asse del- può dirsi una sotto varietà , come si è 

le r una perpendicolare alle due prece- considerato allo scolio 3.* della proposi 
denti che passa per la loro intersezione « rione terza , c la 



•_2* ax ^~ V' tf *- r *+( / ^~ a *)y*~ r V**+y* 
vWy 

, A*+ V tt x'-H/fr— a')y ■ — y»)\ * _ ^ 

V y/ÌT+ir ) 
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COROLLARIO 

78. Dalla costrizione fatta per determinare nn secondo 
punto (/*,/>') della caratteristica che passa pel dato (P,p), 
si rileva che tutti i punti di una medesima caratteristica 
sono determinati , in projezione orizzontale per via di ascis- 
se che passano pel polo R, computate dalla circonferenza 
ALFF'VA'i ed in projezione verticale per ordinate normali 
alla linea di terra , erette per gli corrispondenti punti della 
projezione orizzontale, computate dalla linea dei centri, e 
date in grandezza da una serie di triangoli rettangoli si- 
mili al triangolo fi* dipendente dal punto dato (P,p) e 
perciò dato ; dei quali triangoli il cateto orizzontale è u- 
guale all’ascissa, c l'altro cateto è uguale all’ordinata. 
Cosi pel punto (P‘,p') della caratteristica che passa pel 
dato punto (P, p ) , l’ ascissa FP' riferita al polo R e com- 
putala dalla circonferenza ALFFL'A è uguale al cateto 
orizzontale o* 1 , e l’ordinata computata dalla linea dei centri 
è uguale all’ altro cateto fo : onde poi è sp uguale ad fo 
più/» 1 , essendo f*' uguale ossia computando l’ordi- 
nata dalla linea di terra Y'Y, è uguale all'altro cateto fo più 
l’ ipotenusa fie del medesimo triangolo fo* 1 , del quale il ca- 
teto otf è uguale all’ascissa F'P. Può dunque sempre co- 
struirsi in un modo assai spedito la caratteristica che passa 
per un dato punto della superficie, costruendo a parte il trian- 
golo , f « * dipendente dal punto dato , e tutti i suoi simili. 


nella quale in vece del parametro mi* 
nore r v’ò il raggio Rz=.M del cilindro 
maggiore , c la distanza a=RC dei cen* 
tri delle basi dei due cilindri. 

Le sci sotto rarictà espresse al nume* 
ro 39 , corrispondono ai casi di 


«tao 
a < R — - r 
a a R mì r 
« >* — r 
* =« + r 
“ R + r 
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Per darne un esempio, assumo per piano orizzontale tav.viii. 
di projezione un piano normale alla retta direttrice e che 
passa pel punto delerminatore ; assumo che sia D il punto 
determinatore , ( R, pr) la retta direttrice, M, I\l i para- 
metri maggiore e minore della superficie ; c che vogliasi 
costruire la caratteristica che passa pel punto (P,/j). Ecco 
come procedo. 

74 . Pei punti P ed R tiro la indefinita RP, coi centri 
Re C, e coi raggi N ed M descrivo due circonferenze , e 
determino il punto (F,/) della linea dei centri (43,44), corri- 
spondente al punto ( P,p ). Pel punto / tiro la orizzontale ff, 
sino ad incontrare una verticale arbitraria»!. Col centro f 
descrivo ima semicirconferenza che tocca la linea di terra, 
e pel punto p conduco la orizzontale p* : pel punto * di 
suo incontro colla descritta semicirconferenza e pel centro 
f di questa , tiro la xf ; è ftr il triangolo rettangolo cor- 
rispondente al punto dato (/*,/>), pel quale si determinano 
le dette ascisse ed ordinate delle projezioni della caratteri- 
stica che passa per esso punto {Pp). Per costruire tutti gli 
altri triangoli simili al precedente, pel punto R conduco 
una serie di raggi che potrebbero tagliare parti uguali sulla 
circonferenza di raggio uguale !\ì ; e col centro f descrivo 
una serie di semicirconferenze la prima di raggio uguale 
alla parte del primo raggio RF„ alla sinistra di RP, in- 
tercetta tra le due circonferenze , 1’ una di raggio M , e 
l’altra di raggio IV ; la seconda di raggio uguale alla parte 
del secondo raggio per R intercetta tra le stesse circonfe- 
renze; la terza di raggio uguale alla porzione del terzo 
raggio intercetta tra le stesse circonferenze ; e cosi di se- 
guito : e fo lo stesso per gli raggi a destra di RP. Dai punti 

», *■' , di loro intersezione colla /,* tiro le 

* 
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orizzontali *■» . *•.* . *> 3 , *(d, * s 5 , «'**. I triangoli rettan- 
goli, simili al triangolo /,<*, che vengono a costituirsi, 
sono i triangoli che danno le ascisse e le ordinate delle 
projezioni orizzontale e verticale della caratteristica che passa 
pel punto dato (P,p)- 

Per segnare i diversi punti di colesta caratteristica , 
sulla RF n a partire dal punto F, taglio la F,P, uguale 
al cateto *,i : è P, la prelezione orizzontale di un secon- 
do punto della caratteristica. Pel punto P, elevo la P,p, 
perpendicolare alla linea di terra Y'Y, e sulla P,p, segno 
1 punto p, alto sulla YY per quanto è il cateto f, i più la 
ipotenusa /*, , ossia segno il punto p, alto sulla linea di 
terra per »,i : è p t la proiezione verticale del detto secondo 
punto della caratteristica, che corrisponde al punto P, in 
projezione orizzontale. Similmente sugli altri raggi come li 
11 F, RF,, condotti per R , a partire dai loro punti sulla cir- 
conferenza di centro R e raggio M , verso R tagliando 
parli successivamente uguali ai cateti *,2 , *33 , *4! , *53 , 
*'i, ottengo tutti gli altri punti della projezione orizzontale 
della caratteristica ; e per essi punti elevando le perpendi- 
colari alla linea di terra YY , ed a partire da questa ta- 
gliando sur esse perpendicolari , delle rette rispettivamente 
uguali alle nii , >33, «44, *s 5 , «V, ottengo gli altri punti 
della projezione verticale della caratteristica. E così dati i 
determinanti della superficie cd il suo punto (/*,/>), ottengo 
la caratteristica della superfìcie che passa per esso punto. 

scolio 3 . 

70. Si consideri un’ individuato punto della circonfe- 
renza generatrice della superficie ; e per un tal punto passi il 
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raggio di essa circonferenza. Si muova la circonferenza per 
modo da generare la superficie : l’ individuato punto gene- 
rerà la sua caratteristica , quando la superficie sia invilup- 
po di una superficie rigata (4o), ed il detto raggio prolun- 
gato genererà un’altra superficie rigata, la quale è facile 
costruirsi data che sia la curva dei centri , la caratteristi- 
ca , e la retta direttrice. Perciocché il piano della circon- 
ferenza generatrice passando sempre per la retta direttrice, 
il raggio prolungato, che genera questa nuova superficie 
rigata, passerà ad un tempo per la caratteristica , per la 
curva dei centri , e per la retta direttrice. Onde potrà co- 
struirsi determinando una serie di rette che si appoggino ad 
un tempo a queste tre linee. La qual cosa è assai facile. 

Di latto se per un' individuato punto della caratteri- 
stica e per la retta direttrice si conduca un piano , esso 
incontrerà la curva dei centri ; e la retta condotta per que- 
sto punto d’ incontro c per l’ individuato punto della carat- 
teristica sarà una retta di questa nuova superficie rigata. 

Così ripigliando il disegno dello scolio precedente, voleri- tav. vii. 
do costruire, di questa superficie rigata, la retta che passa 
pel punto (P,p) di una data caratteristica , conduco per 
P la retta PR, pel suo punto d’incontro F colla circon- 
ferenza ALFPL'A conduco la Ff perpendicolare alla Y'Y, 
taglio su di essa a partire dalla Y'Y la ?/ uguale ad FB, 
e pel punto f e pel punto dato p conduco la fp. È (PR, 
pf) la retta di questa nuova superficie rigata , che passa 
per l’ individuato punto (P,p). Di fatto è PR il piano con- 
dotto per l’individuato punto ( P,p ) e per la retta diret- 
trice (R, pr), ed il punto F è la projezione orizzontale del 
suo incontro colla linea dei centri, che è projettata orizzon- 
talmente nella circonferenza ALFF'L'A di centro C e di 
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raggio il parametro maggiore M (43) ; onde poi (F,f) 
esso punto d’incontro (44): e la retta (PR, pf) Btando 
sul piano PR e passando pei punti {Pp>) ed (F,f) , della 
caratteristica il primo e della curva dei centri il secondo, si 
appoggerà ad un tempo ad esse curve ed alla retta direttrice. 

Ora questa nuova superficie cosi generata è una su- 
perficie rigata non sviluppabile ; ed è normale alla super- 
ficie di che si tratta. È non sviluppabile , perciocché se 
fosse invece sviluppabile due sue rette consecutive dovreb- 
bero stare in un piano; e però dovrebbero entrambe in- 
contrare la retta direttrice della superficie in un medesimo 
punto , lo che non può essere ; facendo esse angolo uguale 
colla verticale , e stando in equidifferenza le prelezioni oriz- 
zontali delle loro parti intercctte tra la direttrice e la cur- 
va dei centri , alle rispettive parti intercette tra la curva 
dei centri e la caratteristica , mentre che per incontrare 
la direttrice in un medesimo punto , dovrebbero stare in 
equiquoziente. Ed è normale alla superficie ; perciocché 
generata da retta sempre normale alla generatrice della 
superficie. 

76 . Tra tutte le infinite superficie rigate normali alla 
superficie , ve ne sono due singolari ; l’ una a piano diret- 
tore , l’ altra sviluppabile : tutte le altre potrebbonsi dire a 
cono direttore. Si consideri una retta qnalunque di coleste 
superficie rigale normali ; e s’ immagini che generi un cono 
retto avente la direttrice per asse ed il suo punto d' incontro 
con essa retta per vertice. Ogni lato di questo cono avrà 
una retta della superficie rigata normale cui quella retta ap- 
partiene, che gli sarà parallela. Ma un tal cono direttore per 
ciascuna delle infinite superficie rigate normali , avendo di- 
versa ampiezza , cioè diverso angolo al vertice ; potranno 
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darsi due casi singolari : quando 1* angolo al vertice sarà 
uguale ad un quadrante , e quando sarà uguale a zero. Nel 
primo caso il cono si trasformerà in un piano; ed allora 
la superficie rigata normale sarà a piano direttore , ed oriz- 
zontale se la direttrice è verticale. Nel secondo caso il co- 
no si ridurrà al suo solo asse , eh' è la direttrice della su- 
perficie; ed allora la superficie rigata normale sarà svilup- 
pabile: sarà un cilindro a lati verticali se la direttrice è 
parimenti verticale. 


LEMMA. 

Dati i determinanti della superficie ed un suo punto : co- 
struire r inviluppata rigala non sviluppabile della su- 
perficie , che passa pel punto dato. 

77. Assumo per piano orizzontale di prelezione un tav.viii. 
piano condotto pel punto deicrminatore normale alla retta 
direttrice. 

Sia D il punto determinatore , (/?, r) la retta diret- 
trice , Al ed N i parametri della superficie in grandezza, 

{Pp) il punto dato. Vogliasi costruire l’ inviluppata rigata 
non sviluppabile che passa pel punto ( P,p ). 

78. Pel punto determinatore D e per la projezione R 
della direttrice , tiro la indefinita DR ; e da R verso Y 
taglio RC uguale all’ eccesso del parametro maggiore M sul 
minoro N. Coi centri R e C , ed i raggi rispettivamente 
uguali al parametro minore TV, ed al maggiore M descrivo 
le due circonferenze ABB^A, AFF^A. 

Per la projezione orizzontale P del punto dato, e pel 
punto R tiro la PR ; ed a partire dal punto B di sua 
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intersezione colla circonferenza ABB S A taglio una serie di 
archi uguali di essa circonferenza, BB , , B.B., B,B,,..,, 
cosi dall’ una che dall’ altra parte della IIP ; e per li punti 
di divisione B,B, , B, , B, , ... di essa circonferenza tiro 
i raggi BB, , BB , , BB , , .... 

Sono cotesti raggi BB, BB, , BB, , BB, ... prolun- 
gati le projczioni orizzontali delle rette della inviluppata 
rigata , la quale passa pel punto dato (P,p)- Di fatto tutte 
coteste rette dovendo toccare le circonferenze generatrici 
della superficie debbono essere nei piani di queste ; e le 
rette BB , BB, , BB, , BB, , ... sono le projezioni di co- 
siffatti piani (io), e però delle rette della inviluppata , le 
quali in essi piani sono. 

Debbo ora costruire le projezioni verticali delle rette 
islessc. 

79. Il punto d’ incontro F della BB condotta pel .punto 
dato P, colla circonferenza AFF,A di centro C e raggio 
il parametro maggiore M , è projezione orizzontale di un 
punto della curva dei centri ( 43 ). Ne determino il corrispon- 
dente f in projezione verticale (44)- Per f tiro la orizzontale 
/Tesino ad incontrare una verticale arbitraria */. Col punto 
d’ ihcontro f, di questa verticale , colla detta orizzontale 
fj\ come centro , descrivo la circonferenza *** tangente alla 
linea di terra Y'Y , e col medesimo centro f, e con dei 
raggi uguali alle parti F,B, , F,B, , F,B, , ... delle B,B , 
BB,, BB, ... intercelte tra le due circonferenze ABB.A , 
éFF,A descrivo altrettante semicirconferenze. Per la pro- 
jezione verticale p del punto dato tiro la orizzontale pi , 
pel punto di suo incontro «■ colia semicirconferenza ti- 
ro il raggio */,. Per tutti i punti *>, *«, *1 . . . 

d J intersezione , di questo raggio */„ colle descritte scmicir- 
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conferenze, tiro le tangenti n, r alle rispettive 
circonferenze ; e le ordinate ortogonali *,i , , *33 , *4!... 

alla verticale */. 

Con questi elementi costruisco le projezioni verticali 
delle rette della inviluppata rigata , corrispondenti a quelle 
sue che hanno per projezioni orizzontali le rette RF, RF , , 
RF, , RF, ... : ed ecco in qual modo. Rispetto alla proje- 
zione verticale della retta corrispondente alla FR, pei punti 
P ed F elevo le perpendicolari indefinite Pp, Ff alla li- 
nea di terra : sopra Ff, a partire da f , taglio la fé u- 
guale alla distanza « dell’ incontro t della tangente nel punto 
* colla verticale »<, dall’ estremo inferiore « del diametro 
della semicirconferenza cui appartiene il punto * : pei punti 
p ed e tiro la pe; è pe la projezione verticale della retta 
della inviluppata rigata che ha la FR per projezione oriz- 
zontale. Similmente per costruire la projezione verticale 
corrispondente a quella retta dell’ inviluppata rigala, della 
quale la retta RF„ è projezione orizzontale, pei punti P„ 
F, elevo le perpendicolari indefinite P.p,, F,e, alla linea 
di terra ; e della Pp, , a partire da YY taglio una parte 
uguale alla distanza 1 *, del piede 1 della ordinata «,i alla 
condotta per *„ dall’estremo inferiore », del diametro della 
semicirconferenza cui appartiene e della F,c, a partire 
da Y'Y taglio una parte uguale alla distanza «,», dell’ in- 
contro della tangente nel punto r, colla verticale dal- 
l’estremo inferiore istesso », del diametro medesimo: pe 
punti p, , e, tiro la retta p,e, ; è p,e, la projezione verti- 
cale di una seconda retta della inviluppata rigata che pas- 
sa pel punto dato ( P,p ) : ed è quella di cui la RF, è pro- 
jezione orizzontale. In simile maniera , elevando delle per- 
pendicolari alla linea di terra , pei punti di tutte le altre 
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rette RB, , RB,, RB i .... determinati come i punti P, P n 
ed F, F, e tagliando sulle prime , a partire dalla linea di 
terra rispettivamente parti uguali alle distanze , come le 
», i*„ s*j, 3 * 3 , 4*4 .... dei piedi dell’ ordinate per gli punti 
come *■,«•,, , irj , *4,... dalle estremità inferiori come », 

», , «a , *3, *4 ... dei rispettivi diametri ; e sulle seconde , 
parti uguali alle distanze, come le*/, *,(,, «1/3... dell’in- 
contro delle tangenti nei punti come «s , *4, ... 

colla verticale */ dallo estremo inferiore istesso dei mede- 
simi diametri delle semicirconferenze cui rispettivamente ap- 
partengono essi punti *, *■„ *», *-3, *4 ... si avranno altret- 
tanti punti come i p, p , , e, e, : e tirando per ciascuna 
coppia di colesti nuovi punti delle rette , come vedonsi nel 
disegno , si ottengono le projezioni verticali delle altre rette 
della inviluppala rigata che passa pel dato punto ( P,p ) , e 
le quali hanno per projezioni orizzontali le rette RF , , RF S , 
RF < .... 

Di fatto tutte le rette di una stessa inviluppata rigata 
passano per una medesima caratteristica , ed incontrano le 
rette del cilindro projeitante la curva dei centri , in punti 
determinati dall’ incontro delle tangenti alle circonferenze 
generatrici , in quei loro punti appartenenti a quella in- 
dividuata caratteristica per cui esse passano, col diametro 
prolungato di ciascuna di esse circonferenze , il quale è 
sul cilindro projettante suddetto ( 4 o) ; ed i quali punti sono 
però alti sul piano della circonferenza luogo degli estremi di 
essi diametri, per quanto è la distanza di ciascuno dai cor- 
rispondenti di questi. E per le cose dette (74) i punti come 
i p, p, , p , ... sono projezioni verticali della caratteristica 
che passa pei punti (P,p) ; ed i punti come e , e, , e, ..., 
sono le projezioni verticali dei punti del cilindro projet- 
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tante la curva dei centri , determinali come è dello di so- 
pra ; perciocché le circonferenze descritte col centro /, so- 
no appunto in grandezza le circonferenze generatrici cor- 
rispondenti alle posizioni RB , RB n RB„ RB,... del loro 
piano che rota (io), i punti »,,»•, »s... sono i punti di 
esse circonferenze che appartengono ad una medesima ca- 
ratteristica , cioè a quella che passa pel punto (P,p) , e le 
tangenti ad esse circonferenze per essi punti ». », , »*, »s... 
sono appunto quelle che determinano la distanza del loro 
incontro coi diametri delle circonferenze cui appartengono 
i punti *,»,,*», »j ... dagli estremi inferiori *,«, , 
«3... di essi medesimi diametri; ed alle quali distanze si 
sono fatte appunto uguali le parli <?,*, , <p,e„ ... delle 
rette projeltanli i punti della curva dei centri. 

PROPOSIZIONE OTTAVA 

Dati i determinanti della superficie ed un suo punto ; 
menare il piano tangente alla superficie pel punto dato. 

80. Costruisco la inviluppala rigata della superficie che 
passa pel punto dato ; e per un tal punto meno il piano 
tangente alla costrutta inviluppata. Un tal piano toccherà 
anche la superficie. Perciocché la inviluppata la tocca se- 
condo la caratteristica , ed il punto di contatto è un punto 
di questa. 

Per menare il piano tangente alla inviluppala per un 
suo punto , costruisco una paraboloide iperbolica tangente 
alla inviluppata in quel punto ; e per esso conduco il piano 
tangente alla paraboloide. Questo piano essendo tangente 
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alla paraboloide nel punto dato, e la paraboloide toccando 
la inviluppata per quel punto , esso piano è anche tan- 
gente alla inviluppata ; e quindi alla superficie. 

8 1 . Dati dunque i determinanti della superficie assumo 
per piano orizzontale di projezione un piano condotto pel 
punto detcrminatore perpendicolare alla retta direttrice. E 
sia D il punto detcrminatore , (R , pr) la retta direttrice , 
M ed N i parametri in grandezza, e (P,p) il punto dato. 
Pel punto dato {P,p) debbo menare il piano tangente alla 
superficie. 

82. Per la projezione orizzontale P del punto dato , e 
per la projezione R della direttrice, conduco la retta RF\ e 
per le cose dette nel Lemma precedente costruisco , corri- 
spondentemente alla retta RF, la projezione verticale pe 
della retta della inviluppata che passa pel punto P : e si 
dall’ una che dall’ altra parte di essa un certo numero di 
rette della stessa inviluppata che [tassa pel dato punto 
(P.p) : — cinque da una parte , c cinque dall’ altra (79), 
come vedesi nel disegno. 

Per determinare ima paraboloide iperbolica che tocca 
la inviluppata nel punto dato (P,p ) , per la retta (RF,pe) 
della inviluppata che passa pel punto dato P conduco un 
piano (GH, H'K). Questo piano toccherà la inviluppata in 
un qualche punto della (RF, pe). E per determinare que- 
sto punto di contatto costruisco la intersezione del piano 
(GH, H’K) colle dicci costrutte rette della inviluppala. Cosi 
per la retta ( RF, , ) della inviluppala conduco un pia- 

no arbitrario hom , il quale piano taglia l’ altro (GH, H'K) 
secondo la retta (A?., ni), la quale nella sua iutersezione 
(L, l) colla retta ( RF, , ) dà il punto (L, f) della in- 

tersezione del piano (GH, H'K) colla ( RF, , m?, ). Simil- 
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mente costruisco l’ incontro del medesimo piano (//<?, H'K), 
colle altre rette della inviluppata. E conducendo per tutti 
cotesti punti la curva continua segnata nel disegno con 
un tratto ed un punto , ottengo la intersezione del piano 
( GH , H'K) colla inviluppata. Ed il punto (X,x) ove una 
tal curva d’ intersezione taglia la (RF, pé) è il punto di 
contatto del piano (GII, H'K) colla inviluppata. Il piano 
(GH, H'K) toccando la inviluppata nel punto ( X , x) della 
retta ( RPF , pé) , ogni retta condotta sul piano (GH, H'K) 
pel punto (X,x) potrà essere eletta a retta direttrice di 
una paraboloide iperbolica che abbia comune colla invi- 
luppata la retta (RF, pe) e che la tocchi nel punto (X,x) 
di questa. 

Per la stessa retta (RF, pe) conduco un altro piano 
CfiK ; e determino il punto della retta (RF, pe) ove un 
tal piano tocca la inviluppata. Per fare la qual cosa co- 
struisco i punti d’ incontro del piano Gf*K ; colle dicci rette 
MB,, RB, , RB ,, RB t ... della inviluppata, e conduco 
per essi punti la linea continua espressa nel disegno con 
un tratto e due punti. Il punto (Z,z) , ove questa curva 
incontra la retta (RF, pe) è il punto di contatto del piano 
GfiK colla inviluppala. Ed ogni retta condotta sul pia- 
no GftK pel punto (Z,z) è tangente alla inviluppata nel 
punto (Z,z) ; e potrà essere eletta a direttrice di una para- 
boloide iperbolica che abbia comune colla inviluppata la 
retta (RF,pé) e che la tocca nel punto (Z,z) di questa. 

Tutte le rette della inviluppata rigata essendo sui 
piani delle circonferenze direttrici della superfìcie , ne in- 
contrano la retta direttrice ; e però questa , cioè la retta 
( R , p r) starà tutta intera sulla inviluppata. 

Dunque sul piano (GII, H'K) e pel suo punto di 
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coniano (X,x) conduco la reità (XX', xx') parallela al piano 
verticale di prelezione ; e sul piano e pel punto di 
contatto (Z, z) conduco la retta (ZZ 1 , zz') parallela al pia- 
ne verticale di prelezione ; e queste due rette (XX', xx 1 ), 
(ZZ 1 , zz') e l’altra ( Jl,pr ) sono tutte tre tangenti alla in- 
viluppata in tre punti della stessa sua retta ( RF,pe ) che 
passa pel punto dato ( P,p ); e ad un tempo parallele al 
piano verticale di prelezione. 

Assumo dunque queste tre rette per direttrici di una 
superfìcie rigata. Questa superficie è palesemente una pa- 
raboloide iperbolica tangente alla inviluppata rigata della 
superficie lungo la retta ( RF, \ pe) sulla quale è il punto 
dato ( P,p). Onde poi il piano tangente a coleste parabo- 
loide nel suo punto (P,p) è piano tangente alla invilup- 
pata nello stesso punto, e quindi alla superficie che è 
inviluppo di questa e delle altre analoghe. 

Per menare pel punto (P,p) il piano tangente alla 
paraboloide delle tre direttrici (XX 1 , xx 1 ) , ( ZZ' , ss'), 
(/l,pr) , determino una sua retta generatrice, che si ap- 
poggia a coleste tre direttrici. Perciò per un punto della 
(ZZ', sz') , c che io scelgo quello (Zi, s') ove incontra 
il piano orizzontale di proiezione, e per la retta (fi, pr) fo 
passare un piano , che è RZ'Q; e determino il suo in- 
contro (S,s) colla prima retta, direttrice della paraboloide, 
(XX', xx 1 ). La retta (SRQ, qz's) è la retta generatrice 
della paraboloide ; perciocché si appoggia ad un tempo 
alle tre sue direttrici (ZZ', zz') , (XX, xx 1 ) , (Rlpr). 

Ho dunque due rette che si appoggiano alle dette tre 
direttrici (ZZ', zz'), (XX, xx 1 ), (fi, pr) della paraboloide: 
e sono la retta ( RF,pe ) comune alla inviluppata ed alla 
paraboloide, e la retta (SRQ, qz's). Le quali due rette, 
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per la doppia generazione della paraboloide , posso assu- 
mere viceversa per direttrici della paraboloide iperbolica 
tangente alla inviluppata nella retta (RF, pé) , essendone 
piano direttore il piano verticale di projezione. 

Se dunque pel dato punto ( P,p ) conduco una gene- 
ratrice di questa seconda generazione della paraboloide ; il 
piano menato per questa nuova generatrice condotta per 
(P,p) e per la retta ( RF,pe ) sarà il piano tangente alla 
paraboloide nel punto ( P,p ) ; perciocché è quello di due 
sue rette che passano pel punto dato ( P,p ) : e quindi sa- 
rà il piano tangente cercato. 

Per determinare la generatrice della seconda genera- 
zione della paraboloide , la quale passa pel punto (P,jo) , 
pel punto P conduco il piano PQ parallelo al piano di- 
rettore, ossia conduco la PQ parallela ad Y'Y , essendo 
piano direttore Io stesso piano verticale di projezione. Il 
piano PQ incontra la direttrice ( RZ'Q , yzs) della seconda 
generazione nel punto ( Q,q ). Dunque pe’ punti q , ep con- 
duco la retta qp, ed è (PQ, pq) la generatrice richiesta 
della paraboloide. E però il piano menato per le rette 
(PQ, qp) , (RF, pe) è il piano tangente dimandato. Del 
quale ho la traccia orizzontale menando la retta GV pel 
punto G ove la (RF, pé) incontra il piano orizzontale , e 
pel punto T ove l’ incontra la retta (PQ, qp) ; e ne ho la 
traccia verticale menando la retta V K pel punto d’ incon- 
tro V della GY' colla YY , e pel punto K ove la (RF , 
pe) incontra il piano verticale. 

Dunque GY'K è il dimandato piano tangente alla data 
superficie , nel suo dato punto (P,p). 
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LEMMA 

Dati i determinanti della superficie , ed una retta : co- 
struire una superficie rigata le di cui rette tocchino la 
superficie data , e si appoggino alla retta direttrice di 
questa ed alla retta data : e costruire la curva di con- 
tatto di esse due superficie. 

tav.ix. 83. Assumo per piano orizzontale di projezione un 
piano condotto pel punto determinatore normale alla retta 
direttrice. 

E sia D il punto determinatore , (/?, p) la retta diret- 
trice , M il parametro maggiore ed N il minore della su- 
perficie ; ed (///, hi) la retta data. 

Debbo costruire una rigata che tocchi l’anulare dei 
dati determinanti ; e le di cui rette generatrici si appog- 
gino alla retta data (///, hi) , ed alla retta direttrice (/?, p) 
dell’ anulare. 

84. Pei punti D e R tiro la indefinita DR , e da R 
verso E taglio la RC uguale alla differenza del parametro 
maggiore 4/, sul minore N\ e coi centri R c C, e coi raggi 
uguali al parametro minore JV ed al maggiore M descrivo 
le circonferenze ABB i A, AFF,A. Divido la semicirconfe- 
renza BB t A in un certo numero di parli uguali : in do- 
dici. E per essi punti d’ intersezione tiro i raggi RB , 
RB, , RB, , RB, ... Sono queste rette le projezioni orizzon- 
tali delle generatrici della superficie da costruirsi. 

Di fatto dovendo esse appoggiarsi alla retta direttrice 
dell’ anulare , e questa retta essendo tutta projettala in R , 
dovrà R essere un punto di loro projezioni: e tutte esse, 
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meno una , incontrano la projezione IHE della retta data 
(//f, Ai), alla quale esse generatrici della rigata pur deb- 
bono appoggiarsi. Il solo raggio Rfì parallelo alla IHE 
non la incontra. 

85. Per determinare le projezioni verticali delle genera- 
trici della rigata , corrispondenti alle RB, RB , , RB , ... in 
projezione orizzontale, comincio dal menare pel punto R 
la Ri parallela alla linea di terra Y'Y : ed a destra di R 

taglio le parti Rf, R ft , R$ R h , R$ tì R^ R$, . . . 

uguali rispettivamente alle RF, RF„ RF , . . . RF„ RF„ 
EF tf ... ; e le parti Re , A, , R £ , , uguali ri- 

spettivamente alle RE, RE , , RE, , RE, . . . che sono le 
distanze del punto R dai punti E, E, , E, , E, , , 

ove i raggi RB , RB , , RB , , RB , , . . . incontrano la 
projezione III della retta data {III, hi) : ed a sinistra le 
\ j Rft > Ef>', .... uguali rispettivamente alle RF\, 
XP,, RF, .... 

Dai punti <?, ?„ . . . . . . inalzo le perpen- 
dicolari <p/, ff n . . . ... alla linea di 

terra Y'Y • taglio su di esse a partire da essa linea di 
ferra delle parti uguali rispettivamente alle FB , F,B, , 
F,B„ . . . F',B,', F',B'„ ; e coi punti/,/,/, 

/• • . •/'„/',,/„ . . ., che così ottengo, come centri, e 
coi raggi uguali alle elevazioni di ciascuno di essi da su 
la linea di terra descrivo delle circonferenze di circolo. 

È chiaro essere queste le circonferenze generatrici 
dell’anulare che sono sui piani RB, RB„ RB„ RB„ . . ., 
abbattuti tutti sul piano R > , per una rotazione dei piani 
di esse circonferenze intorno alla direttrice (R, rr) dell’a- 
nulare. 

Pei punti E, E„ E„ E, . . . , ove i raggi RB, RB . , 
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RB, , RB, , . . . incontrano la projezione orizzontale IHE 
della retta data (///, hi) innalzo le perpendicolari Ee, E,e„ 
E,e„ E,e„ . . . alla linea di terra. Pei punti e, e., e„e„ . . . 
ove queste incontrano la projezione verticale ih di essa 
medesima retta (II/, hi) meno le orizzontali ee', e,e‘„ e, e',, 
e,e„ . . . e,e\ ; e per gli già ottenuti punti t, «„ 
inalzo le perpendicolari «e*, t,ef, , ifi ', , «,e'j . . . t,ef, al- 
la linea di terra Y'Y. E pei punti e', e 1 ,, e'„ e', .. . e\ 
della intersezione dì ciascuna di queste perpendicolari colle 
corrispondenti orizzontali menate , tiro le rette tangenti alle 
descritte circonferenze : cioè pel punto e? alla circonferen- 
za di centro f , pel punto e', a quella di centro f, , pel 
punto e', a quella di centro f ed all' altra di centro J\ , 
pel punto e , a quella di centro f, ed all’ altra di centro 
/'„ e cosi di seguito , sino a menare pel punto e', la tan- 
gente alla circonferenza di centro f, ed all’ altra di cen- 
tro f, , e per ultimo pel punto e', alle circonferenze di 
centro/, ed/'. 

Tutte queste tangenti sono le rette generatrici mede- 
sime della superficie rigata da costruirsi , quando coi pia- 
ni RB, RB ,, RB,, RB„ ... su cui esse sono , pel rivol- 
gersi di questi intorno alla retta (R, pr) , si riducono sul 
medesimo piano Ri . Di fatto uno qualunque di essi pia- 
ni individuato , per esempio il piano RB, incontra la retta 
data (IH, hi) nel punto (E„ e,) ; pel quale punto, se s’in- 
tenda menata una retta tangente a ciascuna delle due cir- 
conferenze dell’anulare che giacciono sul piano medesi- 
mo RB, , anderà essa a passare per la retta (R, pr) , on- 
de sarà una retta generatrice della rigata da costruirsi ; 
perciocché tocca una circonferenza dell’anulare, e perciò 
1’ anulare medesima , e passa per la direttrice dell’ anula- 
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re , e per la retta data : e ciascuna delle rette menate pel 
punto e, tangenti alle due circonferenze di raggio f, 1’ u- 
na , e di raggio f, l’altra , è per lo appunto ciascuna 
delle dette rette tangenti alle circonferenze generatrici che 
giacciono sul piano RB„ menate pel punto (E„ e,) ; quan- 
do un tal piano rotando intorno alla retta ( R , pr) insieme 
con esse circonferenze generatrici e colle rette ad esse tan- 
genti menate pel punto (E t ,e,), si abbatte sul piano Ri ; 
perciocché per le fatte costruzioni è («„ e',) la posizione 
del punto ( E„ e ,) , quando il piano RB, è abbattuto sul 
piano Ri, e sono ($,,/,) la posizione del centro della cir- 
conferenza dell’ anulare projettato in F„ e (?'»,/',) quella 
del centro dell’ altra circonferenza dell’ anulare projettato 
in F„ entrambe giacenti sul medesimo piano RB t , quan- 
do si è questo messo sul dello piano Re. Si avranno dun- 
que le projezioni verticali delle rette della rigata richiesta, 
corrispondenti alle loro projezioni orizzontali RB , RB , , 
RB,, RB„ . . . trovando le posizioni vere nello spazio delle 
tangenti menate pei punti e , e'„ e'„ e\ .... , e'„ e'„ ri- 
spettivamente alle circonferenze di raggio f, . 

/„ /„/»' , quando i piani di queste* di sul pia- 

no Re sul quale sono state abbattute, col piano su cui so- 
no , ritornano nelle loro posizioni vere , nelle quali posi- 
zioni i raggi RB , RB„ RB , , . . . RB„ RB ,, RB,, sono 
ad un tempo le tracce e le projezioni orizzontali de’ piani 
di esse circonferenze , su cui esse rette tangenti sono. 

Ora delle dette tangenti nelle loro posizioni vere un 
punto è già dato : e sono, per quelle menale per e',, il 
punto (E„ e.) , per 1’ altre menale per e*,, il punto (E„ e .), 
per 1’ altre menate per e‘„ il punto {E„ e,), e cosi di se- 
guito. Trattasi per ciascuna di esse determinarne un’ altro 
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punto nella posizione vera : ed è utile determinarne quel- 
lo che è punto di contatto di ciascuna colla circonferenza 
che tocca. 

E per ciò fare sui raggi RB, RB n RB„ RB„ . . . , 
a partire dai punti F, F„ F„ F, . . . , intersezioni di essi 
colla circonferenza AF,FF,A taglio le parti FP, F n, F.P., 
F. n„ F,p„ F, n„ . . . f;p;, f, n' 9 , f;p„ F,'n\ . . . , 

ciascuna rispettivamente eguale alle ordinate calate dai 
punti di contatto sui diametri rispettivi delle circonferen- 
ze ordinatamente di raggio • i ed 

avvertendo di tagliare da F verso R tutte le parli corri- 
spondenti alle circonferenze messe a destra della p r, uguali 
alle ordinate dei punti di contatto a sinistra dei diametri, 
e nel senso contrario le altre uguali alle ordinate dei punti 
di contatto messi a destra dei diametri medesimi ; c per 
le circonferenze messe a sinistra di pr tagliare da F„', F ,‘ ... 
verso R le parti uguali alle ordinate dei punti messi a de- 
stra dei diametri , e nel senso contrario le altre uguali 
alle ordinate messe a sinistra di ciascuno dei diametri 
medesimi. 

È chiaro che sono P, P n P„ P, . . . P,' . . . 

le proiezioni orizzontali di una serie dei punti di contatto 
delle rette della rigata colle circonferenze dell’ anulare , 
quando sono nella loro posizione vera, e n, n„ n„ ... II' S , 
n'„ IT, . . . un’altra serie di analoghi punti. 

Per ottenere le projezioni verticali di essi medesimi 
punti , per P, P, , P, , . . . P t , P\ . . . elevo le perpen- 
dicolari alla linea di terra , e pei corrispondenti punti 
di contatto meno le parallele alla medesima linea di ter- 
ra ; ed altrettanto fo pei punti n, fi., n„ . . . Il',, ri',, 
n-, . . . I punti />'„ p',-, p'„ . . . , ove 
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ciascuna incontra la corrispondente orizzontale , sono le 
projezioni verticali di una prima serie di punti di contatto 
delle rette della rigata colle circonferenze dell’ anulare , 
quando sono nella loro posizione vera ; e « s . . «g, 

quelle di una seconda serie quando sono parimenti 
nella loro posizione vera; ed i punti p, p„ p,...p\, p>,... 
corrispondono alla serie P, P„ P, . . . P\, P, ... ; e gli 
altri «, ir,, *i, . . . «'g, «'g, . . . alla serie n.IIi, rii,... n' 9 , ri'g... 

Conduco ora pei punti , p, ed e la retta pe , pei punti 
p,, ed e„ la retta p,e„ pei punti p„ cd e„ la rettale,, 
e cosi di seguito ; ed ottengo una prima serie di rette , 
projezioni verticali delle rette della superficie rigata. Con- 
duco pei punti *■ ed e la retta **, pei punti *, ed e, , 
la retta *•,», , per gli altri *, ed e , la retta *>e a , e cosi di 
seguito : ed ottengo una seconda serie di rette , projezioni 
verticali delle rette della superficie rigata richiesta. 

86 . Data dunque la retta (IH, hi) nello spazio ; ed 

il punto dctcrminatore D , la retta direttrice (li, pr), ed 
i parametri M ed N dell’ anulare , ho costrutta la super- 
ficie rigata che tocca 1 * anulare , e le di cui rette gene- 
ratrici si appoggiano alla data retta (///, hi) ed alla data 
direttrice (R, pr) dell’anulare. Le rette (PE, pe ) , (P,E, , 
p,e ), (P,E„p,e,), . . . sono una prima serie di rette della 
rigata ; le rette (Ile , *■<), , r.e.) , (n . . . 

ae sodo ima seconda. 

87 . In ordine al piano Rp parallelo alla retta data 
(IH, hi) non può procedersi come ho fatto ; perciocché , 
come è manifesto , il raggio R? non incontrando la proie- 
zione orizzontale 1HE della retta data , non dà nessun punto 
analogo agli e' , e',, e',, .. . pel quale menare le rette 
tangenti alle circonferenze su di esso piano. Ma sono da 
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menarsi invece rette ad essa tangenti parallele alla retta 
data : essendo che il piano loro ed essa retta può stimarsi 
s’ incontrino all’ infinito. Però dal punto R calo la per- 
pendicolare RE t alla ///, taglio la pr' uguale alla ÈJ, e 
lupi/ 1 uguale alla EJI ; e sulla verticale eretta per //' , 
taglio H'h! uguale alla Uh. Onde è Hi la retta alla quale 
debbe menarsi parellcla la tangente alla circonferenza il 
di cui centro è projeltato in E per la qual cosa es- 
sendo essa circonferenza, quando abbattuta sul piano Rt , 
quella di raggio /, ottengo il punto di contatto nella in- 
tersezione di essa circonferenza colla perpendicolare /» alla 
retta «’A'. 

88. Dal detto nel numero 85 emerge implicitamente 
essere ( P,p ), (P.,p.), (P„p.) . . . (P , „ p,), ( P . . 
una prima serie de’ punti della linea di contatto della co- 
strutta superficie rigata coll’ anulare , e (Il , *•), (n„ 

(n' 9 , sr'g) ì (H'8, c's) . . . una seconda serie di essi mede- 
simi punti. Perciocché sono punti di contatto di ciascuna 
retta della rigata, con ciascuna circonferenza dell'anu- 
lare. Conduco dunque pei punti P, P„ . . /» s , P„ ... 
la linea PP.P^AP , e pei punti n, n„ Ila, ... l’ altra 
ltnj^n. Costituiscono queste la projczione orizzontale della 
curva di contatto delle due superficie. E conduco una li- 
nea pei punti p , p„ ed un’ altra pei punti 

t , r\, ir 1 * .... Le curve pp,a, «ria costituiscono la pro- 
jezione verticale della curva di contatto delle due superficie. 

8g. È manifesto che in projczione orizzontale sono 
punti visibili della curva , tutti quelli che provengono da 
punti di contatti esistenti nelle metà superiori delle circon- 
ferenze di raggio/,/,/. . . ... ; e ne sono 

paoli invisibili tutti gli altri che provengono da punti di 
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contatto giacenti nella metà inferiore di esse medesime 
circonferenze : e parimenti che in projezione verticale so- 
no punti visibili tutti quelli che provengono da punti di 
contatto delle circonferenze di centro f , f, f , . . . . 
giacenti su parti di esse circonferenze che 1 ’ anulare la- 
scerebbe vedere; e punti invisibili tutti quelli provenienti 
dai punti di contatto giacenti su parti di esse medesime 
circonferenze che 1’ anulare non lascerebbe vedere. Ed è 
con queste norme che ho diseguate le projezioni delle di- 
mandate curve di contatto. 

In quanto alle generatrici della superfìcie rigata di- 
mandata , per non ingenerare confusione, ho supposta ri- 
mossa tutta la parte dell’ anulare anteriore al piano ^(pa- 
rallelo al piano verticale di projezione e menato per la 
retta (/?, f) direttrice dell’ anulare. 

COnOLLARIO I. 

90 . Può osservarsi che da ciascuno dei punti e, e\, 
e' , ■ corrispondenti rispettivamente a ciascuno dei punti 

(J?,e), (E,, e,), ( E ,, e.) . . . della retta data (///,Ai), pos- 
sono menarsi quattro rette tangenti (85) alle circonferen- 
ze , che nella loro posizione vera giacciono rispettivamente 
sui piani RB, RB n RB,..., le quali incontrano la retta data 
ordinatamente in essi punti (E, e) , (E., e,), (E„ e,) . . . 
Onde segue che per ogni punto della retta data (li 7, hi) 
passano quattro rette generatrici della costrutta superfìcie 
rigata che tocca l’anulare. 

Dunque la retta data è una linea quadrupla della su- 
perfìcie rigala. 
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COROLLARIO II. 

gì. In ogni circonferenza di centro //./., • • • so- 
no due punii di contatto distinti , i quali giacciono da 
due parti opposte della retta che passerebbe per ciascun 
punto e?, e',, ... e pel centro della corrispondente cir- 

conferenza ; onde poi (88) ri sono due serie di punti di 
contatto , e due serie di rette della rigata. Ne segue dun- 
que che la costrutta rigata tangente all’ anulare ha due 
falde distinte ; e la curva di contatto due rami distinti. 

COROLLARIO III. 

ga. Per lo punto R può menarsi una retta che passa 
pel punto determinatore D. Ed il piano, di cui una tal 
retta è projezione , taglia P anulare nel nodo e nella sua 
circonferenza massima (17). Dunque pel punto ( E , e) 
d’incontro di questo piano RBE colla retta data possono 
menarsi solo due tangenti alla circonferenza , cui corri- 
sponde quella di centro f , ed una terza retta che passa 
pel nodo ( 4 , a) dell’ anulare. 

Dunque le due falde della costrutta anulare tangente 
si tagliano 0 si toccano secondo una loro retta comune , 
che passa pel nodo dell’anulare; e che però è retta dop- 
pia della rigata. Ed i due rami della curva si tagliano 
o toccano nel nodo medesimo ; il quale punto sarà punto 
doppio di essa curva di contatto. 
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PROPOSIZIONE NONA 

Dati i determinanti della superficie , ed una retta : me- 
nare il piano tangente alla superficie , per la retta data. 

93. Costruisco la superficie rigata le di cui rette toc- 
cano la superficie data , e si appoggiano alla retta diret- 
trice di questa , ed alla retta data ; e costruisco la linea 
di loro contatto. 

Per la retta data meno un piano che passi per una 
delle rette della superficie rigala , ed immaginando che 
un tal piano passi sempre per la retta data , e si rada 
successivamente appoggiando a tutte le altre rette della 
rigata , costruisco i successivi punti di contatto di ciascuno 
di essi piani con essa rigala ; li quali punti sempre esi- 
stono , come è noto per la teorica delle superficie rigate 
non sviluppabili; ossia costruisco la curva che è il luogo 
di essi punti di contatto. 

La intersezione di quest’ ultima curva, coU’altra che è 
curva di contatto dell’ anulare data colla costrutta rigata 
suddetta , è il punto di contatto. Ed un piano menato per 
questo , e per la retta data è il piano tangente dimandato. 

Di fatto il determinato punto di contatto appartenendo 
alla curva di contatto dell’ anulare colla rigala , il piano 
che passa per esso punto, e per la retta data, passerà per 
quella retta della superficie rigata medesima , che passa 
per esso medesimo punto di contatto. Ma un tal punto è 
punto del luogo dei punti di contatto della rigata con cia- 
scun piano di ciascuna sua retta c della retta data. Dun- 
que in un tal punto esso piano tocca la superficie rigata. 

T2 
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Ma questa tocca 1’ anulare secondo una linea che passa 
per quel punto : dunque il detto piano tocca la super- 
fìcie anulare data iu esso medesimo punto , intersezione 
delle dette due linee; ed esso punto è iu vero il punto 
di contatto. 

tav . ix. <j 4 . Sia ora piano orizzontale di projezioue, il piano 
normale alla retta direttrice della superficie anulare, e che 
passa pel suo punto delerminalorc. E sia D il punto de- 
lerminatore , {R, /r) la retta direttrice , AI ed iV in gran- 
dezza i parametri maggiore c minore della superficie , ed 
{IH, hi) la reità data. Debbo per la retta {IH, hi) menare 
il piano tangente alla superficie di punto determinatole D, 
retta direttrice ( R , f) , e parametri AI, ed TV. 

g5. Pei punti D ed R , tiro la retta DR , c da R 
verso E taglio RC uguale alla differenza del parametro 
maggiore AI sul minore TV. Col centro R e raggio uguale 
TV, descrivo la circonferenza AB±BB,A ; col centro C e 
raggio AI descrivo l’ altra circonferenza AF{FF,A ; e di- 
visa la semicirconferenza BB,A in un certo numero di 
parli uguali, BB ,, B,B„ B,B , ... — iu dodici , tiro pei 
punti di divisione i raggi RB, RB„ RB„ RB , . . . 

Dopo ciò pel lemma precedente costruisco la superfi- 
cie rigata le di cui rette toccano 1 ’ anulare , e si appog- 
giano ad un tempo alla sua retta direttrice (R , e r ) , ed 
alla retta data {IH, hi) ; e propriamente quelle sue rette le 
di cui projezioni orizzontali sono i raggi RB, RB,, RB,... : e 
costruisco la projezione orizzontale APJPP.A, An'sTHl‘,A ; 
e la projezione verticale app,pa , della curva di 

contatto di essa superficie rigata coll’ anulare. 

96 . Se ora per la retta data {IH, hi) , e per una 
qualunque delle rette ( PE,pe ), {P,E„p,e,), {P.E., p,e .) ... 
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(IT£,*e) , (n,£,, *,*,) , (Tl t E„ *,e,) , . . . conduco un pia- 
no ; un lai piano toccherà la superficie rigata in un punto 
di ciascuna di esse medesime rette per la quale passa. E 
la curva luogo geometrico di lutti essi punti di contatto 
debbo (93) costruire. 

Considero la retta (P,E„p,e) della superficie rigala. E 
per essa e per la retta data (///, hi) conduco un piano. Perciò 
determino il punto ( G , g), ove la retta {P,E„ p.e) incontra 
il piano verticale di projezione, ed il punto (li, h ) ove lo in- 
contra la retta data. La retta gh menala pei punti g, h , è la 
traccia verticale del piano che passa per la retta ( P.E., p.e) 
della rigata , e per la data (///, hi). Similmente determino il 
punto (K, fi) , ove la medesima retta (P.E., p.e) incontra il 
piano orizzontale di projezione , e l’altro (/, i), ove Io incon- 
tra la data {IH, hi). La retta IK è la traccia orizzontale dei 
piano che passa per le rette islesse {P,E„p,e) , {IH, hi). 

Per trovare il punto della retta {P.E., p.e,), ove il pia- 
no delle tracce IH, gh , tocca lo superficie rigala, deter- 
mino i punti d’ intersezione di esso piano colle rette {P.E., 
p.e) , {P,E„ p,e), che prendono in mezzo la {P,E,, p.e), 
per la quale esso piano passa. Perciò , in ordine alla pri- 
ma di esse rette , seguo il piano projcttantc IsS , e pei 
notissimi metodi costruisco la intersezione sua ST col pia- 
no delle tracce IK, gh : la intersezione V della ST colla 
P.E,, è la projezione orizzontale dell’ incontro della retta 
{P.E., p.e) col piano IK,gh. Similmente costruendola in- 
tersezione S'T del piano projettante e, p,a‘S ' , della retta 
{E,P„ p.e) , col medesimo piano IK , gh , determino il 
punto E 1 di sua intersezione con essa retta {E,P„ p,e). 

Come è nolo per la teorica delle superfìcie rigale non 
sviluppabili , sono V, E , due punti della projezione oriz- 
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zontale della curva d’ intersezione del piano tangente IR, gh , 
alla superfìcie rigata di che si tratta , con essa medesima 
superficie ; la intersezione della quale curva colla retta P,E, 
(posta in mezzo alle due P,E. , P,E, , cui appartengono 
i puuti F, V<) , dà il punto di contatto del piano (/A, gh) , 
delle rette (III, hi), ( P,E„ p,e,) colla superficie rigata , 
della quale quest’ ultima retta n’èuna. 

Congiungo dunque i punti V , V'. E la intersezione 
Q, della FV' colla P,E, è la projezione orizzontale del pon- 
to di contatto del piano JK, gh , colla superficie rigata ; 
ossia è Q, la projezione orizzontale di un punto del luogo di 
che si tratta ; e (Q„ g.) un tal punto. 

Operando nella stessa guisa per ciascuna delle altre 

rette , (P.E, , p,e ,) , (P,E, , p,e ,) , (P 4 E„ pp { ), ; 

cioè menando per ciascuna di esse e per la retta data 
(III, hi) un piano , e determinando l' incontro di esso colle 
rette laterali a ciascuna di quelle della superficie rigata per 
le quali esso passa, ottengo altri punti Q, Q„ Q. . . . della 
projezione orizzontale del luogo , e quindi esso medesimo 
•uogo (QQ.Q» gg,gi). 

97. Dunque il punto (Q;, g,) ove questo luogo incon- 
tra il ramo (AP,P A, app ,) della costruita curva di con- 
tatto della rigata coll’ anulare , è il ponto di contatto (g 3 ) 
del dimandato piano tangente all’ anulare data, menato per 
la retta data (IH, hi). 

Per costruire le effettive tracce del piano, trovo i punti 
d’ incontro coi piani di projezione della retta della rigata 
che passa pel punto di contatto, (Q„ q,) ; e pel trovato suo 
punto d’ incontro X col piano verticale e pel punto h, me- 
no la retta hX , c pel suo punto d’ incontro Z ed il punto 
/ meno la retta IZ. Il piano delle tracce ZI, Xh , è il 
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piano tangente richiesto all’ anulare di punto detcrminatore 
D , retta direttrice ( R , pr) , c parametri M ed N , me- 
nato per la retta data {IH, hi). 

COROLLARIO* 

98. Ho dedotto di sopra (91) che la superficie rigata, 
le di cui rette toccano l' anulare , e si appoggiano alla retta 
direttrice di questa ed alla retta data , ha due falde , le 
quali hanno una retta doppia che passa pel nodo dell’anu- 
lare (92); e che la retta data, alla quale si appoggiano le 
rette della rigata , n’ è una retta quadrupla (90). Vi saran- 
no dunque una serie di punti ( Q,q ), (| ?.,?■)) ((?■> ?,)••• 
del costrutto luogo , corrispondenti alla falda la cui li- 
nea di contatto coll' anulare è data dai punti ( P , p) , 
(P , ,/>,), ( P„p ; ed un’altra serie di punti di esso 
luogo , che corrispondono all’ altra falda della rigata , la 
cui linea di contatto coll’ anulare è data dall’ altra serie 
(n , *) , (II.,*.) , (n„ir,) , . . . di punti. 

Potranno dunque essere qaallro i piani tangenti al- 
l’ anulare di che si tratta ; perciocché su ciascuna falda 
possono aversi due punti d’ intersezione delle curve da co- 
struirsi (93) , i quali sono però punti di contatto. 

Se per avventura fosse cosi data la retta nello spa- 
zio , che il luogo dei punti di contatto della rigata , con 
tutti i piani che passauo per ciascuna sua retta data , an- 
dasse a passare pel nodo dell’ anulare ; in un tal caso , i 
piani tangenti potrebbero ridursi a tre. E potrebbero ridursi 
a due , ed anche ad uno , quando la retta data non gia- 
cesse tutta a! di fuori dell’anulare, ma s’ internasse in es- 
sa ; perciocché allora la rigata non toccherebbe 1’ anulare 
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io tuiie le sue circonferenze : e per poco che si consideri 
la natura e la genesi dei due rami di ciascuna curva , 
le intersezioni dei quali danno i punti di contatto , può 
di leggieri scorgersi , quando sarà che avrà luogo ciascun 
caso in cui i piani tangenti potranno essere quattro , tre , 
due , od anche un solo. 

SCOLIO i. 

99. Le date soluzioni per menare un piano tangente alla 
superficie di che si tratta sono applicabili, come è chiaro, 
ad ogni superficie anulare a retta direttrice ; cioè ad ogni 
superficie anulare i piani delle di cui circonferenze gene- 
ratrici passano per una stessa retta fissa : che anzi tutto 
quel poco , che ho fiu qui detto intorno alle costruzioni 
grafiche, può applicarsi a tutte esse. 

Di fatto s’ immagini esistere la superficie anulare a 
retta direttrice la più generale : e per fissare le idee si 
supponga che la retta direttrice sia verticale. Se ora s' in- 
tendano condotte delle rette orizzontali tangenti per di sotto 
a tutte le generatrici ; tutte cosiffatte tangenti costituiranno 
una superficie rigata a piano direttore. Similmente pei cen- 
tri di tutte le generatrici s’intendano condotte delle rette 
verticali ; tutte queste costituiranno un cilindro a lati pa- 
ralleli alla direttrice. In oltre s’ intendano condotte delle 
rette verticali tangenti a tulle le generatrici , dalla stessa 
parte verso la retta direttrice ; tutte queste tangenti gene- 
reranno un altro cilindro , di rette parallele alla direttrice, 
ma di minore ampiezza del primo. Le generatrici dunque 
tulle toccano il cilindro di ampiezza minore e la superficie 
rigata a piano direttore , e ciascuna individuata ha il suo 
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centro allogalo sul cilindro maggiore , ed alto sulla super- 
ficie rigala a piano direttore per la distanza dei Iati dei 
due cilindri , i quali sono sul piano della individuata 
generatrice. 

Sostituendo ora al piano condotto pel punto delermi- 
natore perpendicolare alla direttrice (35) la superficie rigata 
a piano direttore , si costruiranno colle debite modificazioni, 
e come è detto nelle proposizioni precedenti , le projezioni 
dei punti della curva dei centri , le projezioni dei punti 
della superficie; e quindi la stessa curva dei centri e la 
superficie. 

ioo. Di questa superficie anulare a retta direttrice la 
più generale, tutte le generatrici toccano la superficie rigata 
a piano direttore, secondo una linea storta. Questa linea sa- 
rà una caratteristica della superficie anulare, considerata 
come inviluppo di superficie rigate; della quale la invilup- 
pala corrispondente ad essa curva storta è la medesima con- 
templala superficie a piano direttore. Ora a partire dai 
punti delle generatrici appartenenti alla della curva storta , 
s’ immaginino divise tutte le circonferenze generatrici in un 
cgual numero di parti uguali ; i punti di divisione di ugual 
sode saranno punti di altrettante caratteristiche della super- 
ficie anulare ; e tutte le rette tangenti ad esse generatrici, 
in tutti cotesti punti di divisione di ugual sede , costitui- 
ranno ciascuna superficie rigata inviluppata della superfì- 
cie , che la tocca secondo quella caratteristica che è ad un 
tempo il luogo dei punti di divisione di ugual sede delle 
circonferenze , nei quali sono da esse rette tangenti toc- 
cate. Quindi anche alla superficie anulare a retta direttrice 
la più generale , essendo inviluppo di una superficie riga- 
ta , può nei modi innanzi esposti menarsi il piano tan- 
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gente alla superficie : e la costruzione di una individuata 
inviluppata per un punto dato sulla superficie , non sarà 
dissimile da quella del penultimo Lemma ; perciocché la 
serie dei triangoli rettangoli determinatori delle ordinate 
delle projezioni di una caratteristica, si costruiranno in egual 
modo (74) ; e solo le ordinate della projezione verticale , 
ciascuna uguale all’ ipotenusa più uno dei cateti di essi 
triangoli dovranno computarsi non dalla linea di terra, ma 
dalla corrispondente projezione verticale della corrispondente 
retta della superficie rigata a piano direttore dalla quale si 
computano le altezze dei centri. La quale superficie però, 
nel caso della superficie anulare a retta direttrice generale 
potrebbe prendere il posto del punto delerroinatore , e pren- 
dere il nome di superfìcie rigala delerminatrice. Nè sarà 
molto dissimile da quella del Lemma precedente la co- 
struzione di una rigata , le di cui rette toccano l’anulare, 
e si appoggiano alla sua direttrice e ad una retta data (*). 


(*) La espressione analitica dell'anulare cerche analitiche sulle superficie anulari 
a retta direttrice la più generale (come ho gii pubblicate) è 
dimostrato in quella parte delle mie ri- 

(*— f3)’+(V* % +y* — ?«)•=**. (*— t>j) 

nella quale , x, y, z sono le tre coordi- y 

«aie, riferite . tre mi ortogonali , del funuoni * rb,lr * ne del «Ppwlo —delle 
quale quello delle a è la retta determi- due coordinate x ed j. 
natrice medesima ; e , $ » > Cj tre La espressione della inviluppata rigata 

s-t-r V**+y‘ =<I— V 1 +t’)?.+T?»+?3 

nella quale r esprime la cotangente T anulare. 

dell'angolo costante, che ciascuna retta £ la espressione della caratteristica è 
della inviluppata fa colla direttrice del- 

(*— ?3)*-M V* 1 ' ?=|)’= J V.( S — 1 *3) 

V x ’+y* — Oa— (j-VJ— ?.) 
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ioi. E come la data soluzione per ciascun problema del 
piano tangente può accommodarsi alla superficie anulare a 
retta direttrice la più generale, così dalla soluzione medesima 
può farsi dipendere quella del piano tangente alla superficie 
anulare a retta direttrice la più semplice, cioè alla superficie 
del toro. Ed in quanto al piano tangente a questa super- 
ficie per un punto dato su di essa ; le sue circonferenze 
generatrici essendo di grandezza costante , le superficie ri- 
gale inviluppate , per essa, sodo dei coni retti aventi la 
retta direttrice per asse, e la caratteristica per base; e la 
paraboloide iperbolica tangente alla inviluppata (80)', quivi 
si trasforma in un piano tangente al cono , pel punto di 
contatto dato , il quale vi si mena eonducendolo per la retta 
del cono ebe è tangente alla generatrice ebe passa pel punto 
dato , e per la retta tangente alla base del cono nel punto 
cui si appoggia la delta retta ; la quale base del cono è 
qui la caratteristica della superficie, ed è un parallelo della 
superficie , come la generatrice ne è un meridiano. Onde 
applicando alla superficie anulare del toro la riportata so- 
luzione pel piano tangente alla superfìcie anulare di che 
si tratta per un punto dato su di essa ; essa riducesi a 
menare un piano per le rette tangenti al meridiano ed al 
parallelo che passano pel punto dato ; che è la soluzione 
degli elementi. 


SCOLIO 8. 

102. La superficie anulare a retta direttrice ha tutte le 
sue generatrici su piani che passano per essa retta , e secon- 
do essa retta tutti si tagliano. Se cotesti piani non passassero 
per essa retta, a due a due si taglierebbero secondo diverse 

lì 
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rette; le quali però a due a due sarebbero allogate su di 
un medesimo piano. Quindi la retta direttrice sarà rimpiaz- 
zata da una superficie sviluppabile direttrice-, ed i due ci- 
lindri innanzi notali (99) , lo saranno da due superficie pure 
sviluppabili a rette parallele alla sviluppabile direttrice, delle 
quali quella di ampiezza maggiore avrà su di essa la cur- 
va dei centri , e 1’ altra di ampiezza minore avrà le sue 
rette continuamente toccale dalle generatrici della super- 
ficie anulare ; e la superficie rigata a piano direttore dal- 
la quale si computavano le altezze dei centri delle gene- 
ratrici della superficie anulare ( 1 00), sarà sostituita da una 
superficie rigata le di cui rette staranno su piani ciascuno 
perpendicolare alla retta di contatto del piano della rispet- 
tiva circonferenza generatrice colla superficie sviluppabile 
direttrice. 

Onde la superficie anulare la più generale può aversi 
generata da una circonferenza di circolo la quale si muova : 

1. ° toccando col suo piano una superficie sviluppabile 
direttrice : 

2. ° avendo sempre il raggio in grandezza uguale alla 
distanza delle rette sul piano, di due superficie sviluppabili 
l’una maggiore e l’altra minore, ad elementi paralleli agli 
elementi della superficie sviluppabile direttrice : 

3 . ” ed avendo sempre il centro alto pel raggio da una 
superficie rigata ad elementi perpendicolari alla retta della 
sviluppabile direttrice, secondo il contatto del piano della 
corrispondente circonferenza generatrice con essa. 

Però la superficie anulare la più generale avrà. 

! una superficie sviluppabile direttrice : 

2.° una superficie rigata delerminatrice ad elementi per- 
pendicolari agli clementi della superficie direttrice : 
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3.' dei parametri che danno le curve sur uno dei piani 
di projezione o sulla superficie rigata determinatricc , alle 
quali si appoggiano delle rette parallele agli elementi della 
superficie direttrice. 

E questi sono i determinanti della superficie anulare 
la più generale (*)• Di fatto descritte le curve date dai delti 
parametri , per un punto di una di essa si conduca un pia- 
no tangente alla superficie sviluppabile direttrice ; questo 
piano taglia l’ altra curva in un punto , e la superficie ri- 
gala determinalrice secondo una sua retta. Pel punto della 
curva per lo quale si è condotto il piano tangente, e pel 
punto ove esso piano taglia l’ altra curva , si conducano 
due rette parallele alla retta di contatto del piano colla super- 
ficie sviluppabile determinalrice ; la distanza di queste due 
rette darà in grandezza il raggio della circonferenza gene- 
ratrice della superficie anulare generale, su quel piano. 
Su quella delle dette due rette, che si appoggiano ai de- 
terminali punti delle dette due curve , la quale è la più 
distante dalla sviluppabile direttrice , si segna un punto 
distante dall'incontro di essa retta colla costruita retta 
della superficie rigata detcrminatrice , per quanto è il de- 
terminato raggio in grandezza : un tal punto sarà il cen- 
tro della circonferenza generatrice della superficie anulare 
generale, del determinato raggio. Però, come diceva, le 
cose dette di sopra sono i determinanti della superficie 
anulare la più generale ; perciocché date esse cose , può 
sempre con non difficili costruzioni determinarsi una in- 
dividuata sua generatrice. 


(*) Ho dimostrato nelle mie Genera* 
liti Geometriche sulle superficie anulari, 
inserite nel fase, del 3 o settembre 1844 
del Musco di Scienze e Letteratura che 


si stampa in Napoli , che pel variare di 
natura dei primi due determinanti sud- 
detti , tutte le superficie anulari vanno 
distinte in undici grandi Classi. 
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E la serie di tutte le intersezioni od incontri di cia- 
scuna retta parallela ad una individuata retta della svilup- 
pabile direttrice , e più lontana da essa , colla superficie 
rigata determinatrice , costituirà una delle curve caratteri- 
stiche della superfìcie anulare , considerata come inviluppo 
di superficie rigate; e delle quali la determinatrice è una 
delle inriluppate. Onde dai punii di ciascuna circonferenza 
generatrice , appartenenti alla detta caratteristica , compu- 
tando le divisioni di tutte esse circonferenze ia un egual 
numero di parti uguali, si avranno nei punti di divisione 
di ugual sede i punti di una medesima di tutte le altre 
caratteristiche della superficie anulare generale considerata 
come inviluppo d’inviluppate rigate. E quindi si costrui- 
ranno ciascuna di coleste inviluppate che passa per un dato 
punto della superfìcie inviluppo. 

Dopo tutte le quali cose è dunque manifesto che la 
riportata soluzione del piano tangente per un punto dato 
su la superficie , può del pari accommodarsi a qualunque 
siasi superficie anulare ; ed eziandio le poche costruzioni 
grafiche che ho precedentemente esposte. E se si consi- 
deri che ogni retta nello spazio può sempre incontrare o 
a distanza finita , od all’ infinito i piani delle circonferenze 
generatrici della superficie anulare la più generale , si 
comprende del pari , come la data soluzione del piano 
tangente per una retta data fuori la superficie, può accom- 
modarsi ancora a qualunque siasi superficie anulare. 


FINE. 
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